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qu’aux autres membres du jury, Marc Miscevic et Jacques Bore´e.
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directeurs de the`se plus efficace et comple´mentaire qu’Yves Bertin et Adel Benselama.
Je crois par contre qu’Adel aurait autant de droit que moi a` la paternite´ de ce me´moire,
tant les pages qui suivent de´coulent en droite ligne de notre collaboration de tous les
jours. Tre`s souvent ses connaissances et ses ide´es ont permis de re´soudre des difficulte´s
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ine´puisable d’ame´lioration, tant dans le sens physique, indispensable pour ne pas s’enterrer
dans des conside´rations trop mathe´matique, que dans la pe´dagogie, pour mettre en valeur
les re´sultats obtenus. Ils ont tous les deux eu une influence de´terminante sur ces quelques
anne´es, qu’ils trouvent ici l’expression de ma profonde gratitude a` leur encontre.
L’ensemble de l’e´quipe de l’axe COST de l’institut PPrime me´rite elle aussi de chaleureux
remerciements de ma part, pour les conversations, suggestions, ide´es (je pense en parti-
culier a` Vincent et Cyril), ainsi que pour cette ambiance de travail agre´able et de´tendu,
qui est un gage de qualite´ humaine de la part de tous qu’il faut souligner. Merci a` tous !
Apre`s avoir exprime´ ma profonde reconnaissance au grand docteur de Padoue, je veux
aussi remercier mes parents, ma famille et mes amis, pour avoir exerce´ mes capacite´s de
vulgarisation (“ Mais du coup, c¸a sert a` quoi ce que tu fais ? ”), et plus se´rieusement pour
leurs soutiens depuis toujours. Arriver a` la fin d’une the`se n’est pas seulement un travail
de quelques anne´es. Ce travail a e´te´ rendu possible par l’e´ducation et l’enseignement que
j’ai pu recevoir depuis mes plus jeunes anne´es.
A` Ce´line.
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Pre´sentation ge´ne´rale
De la cuisson des paˆtes a` la fluˆte de champagne, en passant par les bulles de savons
souﬄe´es par les enfants, les bulles de vapeur ont de tout temps fait partie de l’expe´rience
quotidienne de l’humanite´. Et pourtant, comprendre leur comportement n’est pas une
mince affaire, et soule`ve encore aujourd’hui des proble`mes the´oriques difficiles a` appre´hen-
der et a` re´soudre. En un temps ou` le de´veloppement des sciences est devenu le but ultime
de l’humanite´, ou` les grands scientifiques sont porte´s en triomphe comme les saints du
Moyen-Aˆge, ou` notre compre´hension de l’univers est chaque jour plus grande, une sim-
ple bulle se de´plac¸ant dans un tube de quelques millime`tres de diame`tre est encore un
casse-teˆte pour les chercheurs.
Quelles sont les raisons de ces difficulte´s ? La premie`re est sans doute, pendant
longtemps, un manque d’inte´reˆt de la part des scientifiques. La me´canique dite classique
de Newton, la thermodynamique et l’e´lectromagne´tisme, ou encore plus re´cemment la
physique des particules, ont eu un impact plus imme´diat sur la vie quotidienne des gens.
L’astrophysique et l’origine de l’univers ont sans doute, quant a` elles, plus de charme
qu’une simple bulle de vapeur.
Mais les progre`s scientifiques re´cents, en particulier dans le domaine de l’e´lectronique et
du transport, entrainent aujourd’hui des proble`mes importants de gestion thermique. Des
composants e´lectroniques toujours plus petits et plus puissants ge´ne`rent des densite´s de
flux de chaleur toujours plus grandes. Il faut e´vacuer cette chaleur efficacement, sous peine
de voir la dure´e de vie des syste`mes informatiques se re´duire drastiquement. Le proble`me
pose´ aujourd’hui a` l’industrie du transport est de re´duire les couˆts, la maintenance et la
pollution des voitures, avions et autres satellites. Or, il s’ave`re que la gestion thermique
de ces diffe´rents syste`mes est la cle´ de tous leurs proble`mes. Il s’ave`re aussi qu’un moyen
de gestion thermique peu couˆteux et efficace est l’utilisation du transfert diphasique.
Le transfert diphasique tire ici son nom de la coe´xistence des phases liquide et vapeur
d’un meˆme fluide, entre lesquelles prennent place de l’e´vaporation et de la condensation,
selon le chargement thermique local applique´. Ce type de transfert est peu couˆteux, car
il ne ne´cessite pas de cycle me´canique comme les machines frigorifiques classiques. Il est
de plus efficace car, si le syste`me est ferme´, la pression dans la phase vapeur de´termine la
tempe´rature de travail, et les variations de tempe´rature autour de cette dernie`re restent
faibles.
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Deux phases, liquide et vapeur, en relation l’une avec l’autre par e´vaporation et con-
densation. Notre bulle devient de´cide´ment de plus en plus inte´ressante a` regarder de
pre`s.
Le transfert par e´bullition, et l’inte´reˆt de la chaleur latente de vaporisation pour “con-
sommer” une grande quantite´ d’e´nergie avec des diffe´rences de tempe´rature limite´es, est
connu depuis de´ja` longtemps, mais quasiment exclusivement de manie`re empirique et glo-
bale (voir par exemple Nukiyama [61], traduction de l’article original de 1934 en japonais).
Le de´veloppement important, depuis cinquante ans, de syste`mes thermiques passifs utili-
sant le transfert diphasique et re´pondant aux proble´matiques industrielles expose´es plus
haut, a pousse´ les chercheurs a` s’inte´resser un peu plus pre´cise´ment aux me´canismes
physiques controˆlant la ge´ne´ration, la croissance et le mouvement des bulles de vapeur,
soumises ou non a` un chargement thermique.
A` ce moment, une deuxie`me raison aux difficulte´s rencontre´es par les chercheurs pour
comprendre la dynamique d’une bulle s’est faite jour. Un grand nombre de parame`tres
influence le comportement d’une bulle, spe´cialement si celle-ci est chauffe´e. Les transferts
de chaleur s’effectuent sur une grande plage de longueurs caracte´ristiques, allant du mil-
lime`tre au nanome`tre. Cela implique des physiques tre`s diffe´rentes a` prendre en compte,
et des couplages complexes entre ces diffe´rentes physiques, se produisant notamment sur
une interface liquide-vapeur, libre de surcroit.
L’ambition de ce me´moire est de fournir des informations, les plus pre´cises possible,
aux chercheurs voulant mode´liser d’un point de vue syste`me le fonctionnement d’un calo-
duc oscillant. Ce type particulier de caloduc (du latin calor ducere, conduire la chaleur)
utilise l’oscillation de bulles de vapeur entre une source chaude et une source froide pour
transfe´rer la chaleur de l’une a` l’autre. La mode´lisation des caloducs oscillants pre´sente au-
jourd’hui un enjeu important pour en de´velopper l’utilisation industrielle. Entre autre, la
connaissance des parame`tres importants influenc¸ant localement le mouvement d’une bulle
de vapeur est indispensable pour dimensionner correctement ces syste`mes thermiques.
Les me´canismes physiques mis en jeu lors du fonctionnement de ces syste`mes sont
nombreux, fortement co-de´pendants et, pour ne rien arranger, hautement instationnaires.
A l’heure actuelle cette mode´lisation est encore embryonnaire, il est donc important de
proce´der par e´tapes, en commenc¸ant par re´soudre un mode`le relativement simple qui
pourra ensuite eˆtre enrichi et comple´te´ pour obtenir une repre´sentation plus fide`le encore
du fonctionnement d’un caloduc oscillant.
Ce mode`le relativement simple (au vu des phe´nome`nes physiques restant a` prendre
en compte) est celui d’une bulle en translation uniforme, chauffe´e par une densite´ de
flux de chaleur constante. Dans la majeure partie du me´moire, la phase vapeur ne sera
conside´re´e qu’a` travers sa tempe´rature de saturation, ce qui permettra une e´tude pre´cise
de la dynamique et des transferts thermiques dans la phase liquide entourant la bulle.
La premie`re partie du me´moire est consacre´e a` la pre´sentation du panorama de la
mode´lisation d’un caloduc, d’une bulle, ou d’un film de liquide posse´dant une interface
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libre (chapitre 1), a` l’e´laboration du mode`le de la phase liquide (chapitre 2), puis a` la
pre´sentation de la proce´dure de re´solution de ce mode`le (chapitre 3).
La deuxie`me partie regroupe quant a` elle les re´sultats obtenus par cette re´solution. La
bulle sera se´pare´e en deux grandes re´gions : l’avant et l’arrie`re de la bulle.
La partie avant comprend le me´nisque a` l’avant de la bulle, ainsi que le film de liquide
qu’il de´pose a` la paroi. Le chapitre 4 analyse cette re´gion a` l’aide d’un mode`le simplifie´,
tandis que le chapitre 5 comple`te ce mode`le et va plus loin dans la description d’un
me´nisque chauffe´ de´posant un film mince.
La re´solution du mode`le associe´ a` la re´gion arrie`re de la bulle est se´pare´ en deux cas
de figure. Soit le me´nisque arrie`re remouille un film de liquide d’e´paisseur microme`trique
(section 6.1), soit ce film de liquide est de´ja` comple´tement e´vapore´ quand le me´nisque
arrie`re arrive, et il est alors conside´re´ que le me´nisque arrie`re “remouille” un film adsorbe´
(section 6.2).
Enfin, les re´sultats des chapitres pre´ce´dents sont utilise´s pour e´tablir un mode`le ther-
modynamique transitoire de la phase vapeur (chapitre 7). Ce mode`le prend en compte
l’augmentation de la masse de la bulle, due a` l’e´vaporation du film de liquide, ainsi que
la re´sistance au mouvement des bouchons de liquide entourant la bulle, et en de´duit les
variations de volume, de pression et de tempe´rature de la bulle.
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Partie I
E´laboration du mode`le
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Chapitre 1
Du caloduc oscillant a` la bulle
1.1 Ge´ne´ralite´s sur les caloducs
L’appellation caloduc, devenue ge´ne´rique, peut de´signer en re´alite´ un grand nombre
de syste`mes de transfert de chaleur faisant appel au changement de phase liquide-vapeur.
Citons en particulier les thermosiphons, les caloducs a` pompage capillaire, les caloducs
tournants, les boucles diphasiques ou encore, plus re´cemment, les caloducs oscillants.
Les caloducs sont des syste`mes thermiques permettant de transfe´rer la chaleur d’une
source chaude a` une source froide en utilisant principalement la chaleur latente de change-
ment de phase du fluide de travail. Ce fluide est contenu sous forme diphasique dans un
tube herme´tique, ge´ne´ralement de faible section. Le terme diphasique de´signe la pre´sence
dans un meˆme syste`me d’un fluide simultane´ment sous les formes liquide et vapeur.
Si l’herme´ticite´ du syste`me est bien respecte´e, et sauf de´sarmoc¸age, cette tempe´rature
du fluide de travail ne peut varier que faiblement meˆme sous de forts flux de chaleur.
Cette particularite´ du fonctionnement des caloducs constitue un premier inte´reˆt de ces
syste`mes diphasiques, puisque la gestion en tempe´rature entre les sources chaude et froide
est effectue´e rigoureusement, quasiment sans inertie thermique et en ge´ne´ral sans aucun
controˆle exte´rieur, notamment e´lectronique.
Le cycle de fonctionnement typique d’un caloduc est le suivant : le fluide sous forme
liquide s’e´vapore d’abord dans la source chaude, appele´e e´vaporateur. L’exce`s de vapeur
cre´e´e dans cette zone augmente localement la pression, et s’e´coule donc naturellement
vers la source froide a` l’autre bout du tube ou` elle se condense, d’ou` le nom condenseur
donne´ a` la source froide. Finalement, tout le proble`me dans ces syste`mes est de conduire
le liquide du condenseur a` l’e´vaporateur pour boucler le cycle de fonctionnement. La
solution e´vidente est la gravite´, en plac¸ant le condenseur au dessus de l’e´vaporateur. Mais
cette solution reste tre`s restrictive, en particulier pour les applications spatiales.
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Liquide
Vapeur
Condenseur
Zone Adiabatique
Evaporateur
Milieu poreux ou rainures axiales
Figure 1.1: Sche´ma d’un caloduc a` pompage capillaire.
Or c’est l’industrie spatiale qui a e´te´ historiquement le catalyseur du de´veloppement de
ces syste`mes, de´pourvus de toute pie`ce me´canique et transfe´rant une quantite´ de chaleur
importante pour des variations de tempe´rature faibles, pour d’e´videntes raisons de main-
tenance, inexistante si le caloduc est correctement scelle´.
La solution autre que gravitaire la plus largement utilise´e, initie´e au de´but des anne´es
1960 par Grover [28, 29], est le pompage capillaire repre´sente´ sur la figure 1.1. Un mi-
lieu poreux est introduit ou des rainures axiales sont usine´es sur les parois du caloduc,
permettant de drainer le liquide vers l’e´vaporateur graˆce a` la diffe´rence de pression entre
les phases liquide et vapeur, induite par la courbure de l’interface liquide-vapeur, dont le
rayon de courbure est de la taille des pores, ou de la largeur des rainures. Cette diffe´rence
de pression peut eˆtre mode´lise´e par la loi de Young-Laplace.
∆P = Pv − Pl = σ
(
1
RI
+
1
RII
)
(1.1)
Les grandeurs RI et RII repre´sentent les rayons de courbure de l’interface dans les deux
directions principales de l’espace. Le coefficient σ est quant a` lui la tension de surface,
lie´e au fluide de travail et fonction de la tempe´rature de travail. La tension de surface
quantifie le de´se´quilibre des interactions mole´culaires a` l’interface entre les deux phases
fluides.
Plusieurs phe´nome`nes physiques ont tendance a` limiter la puissance maximale trans-
fe´rable suivant la tempe´rature de la vapeur dans le syste`me. Pour les caloducs a` pompage
capillaire, la plus importante est la limite capillaire, la diffe´rence de pression ge´ne´re´e par
la courbure de l’interface n’est alors plus suffisante pour compenser les pertes de charge
lie´es a` l’e´coulement du fluide dans le syste`me. Ces pertes de charge peuvent en effet de-
venir rapidement importantes, puisque les phases liquide et vapeur se de´placent en sens
oppose´ dans le meˆme tube. Ces sens de de´placement oppose´s engendrent une autre lim-
itation aux capacite´s de transfert de cette configuration de caloduc, a` savoir la limite
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(a) Loop Heat Pipe (b) Capillary Pumped Loop
Figure 1.2: Sche´mas des diffe´rents types de boucles diphasiques.
d’entrainement. Pour des chargements thermiques trop importants, la vitesse de la phase
vapeur est tellement importante qu’elle fait rebrousser chemin au liquide ou arrache des
goutelettes pour les de´poser vers le condenseur. De plus, il existe dans ces syste`mes des
limites hautes et basses de tempe´rature de fonctionnement. Aux faibles tempe´ratures, la
diffe´rence de pression entre les sources chaude et froide n’est pas assez importante pour
pouvoir engendrer un e´coulement de la vapeur. C’est la limite dite visqueuse, pouvant eˆtre
peu contraignante suivant les fluides, car ope´rant pre`s du point triple. En revanche, si la
tempe´rature de fonctionnement est trop e´leve´e, une e´bullition nucle´e´e peut se de´clencher
et rompre le retour du liquide, entrainant alors un asse`chement partiel voire total de la
zone e´vaporateur.
Pour repousser au maximum la limite capillaire, de loin la limitation la plus importante
aux possibilite´s de transfert d’un caloduc a` pompage capillaire, Russes et Ame´ricains, en
concurrence pour le de´veloppement spatial, ont imagine´ paralle`lement deux technologies
tre`s similaires dans les anne´es 1970 et 1980 : se´parer les lignes de liquide et de vapeur.
L’objectif e´tait d’abaisser fortement les pertes de charge du syste`me, et de pouvoir ainsi
transfe´rer plus de chaleur sur de plus longues distances. Un milieu poreux est cependant
toujours indispensable pour pomper le liquide dans l’e´vaporateur. Ces syste`mes sont
appele´s boucles diphasiques, et sont sche´matise´s dans la figure 1.2. L’ajout d’un re´servoir
diphasique controˆle´ en tempe´rature, indispensable pour travailler sur des plages de flux
de chaleur importantes, permet de plus de fixer la tempe´rature de saturation du syste`me,
et donc la position du cycle de fonctionnement sur le diagramme de phase (P, T ). La
diffe´rence majeure entre boucles russes et ame´ricaines est la position de ce re´servoir [40,
76]. Dans la boucle russe, nomme´e Loop Heat Pipe ou LHP, le re´servoir est accole´ a`
l’e´vaporateur, ce qui permet d’assurer le de´marrage, puisque le milieu poreux ne pourra
pas s’asse´cher. La boucle ame´ricaine, appele´e Capillary Pumped Loop (CPL), place le
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re´servoir sur la ligne liquide, ce qui pre´sente l’avantage d’une fabrication simple, mais
un de´marrage plus difficile a` assurer suivant les conditions d’utilisation. La comparaison
des performances, avantages et inconve´nients de chaque technologie a e´te´ effectue´e par
Nikitkin et Cullimore [58] en 1998.
D’autres moyens que le pompage capillaire ou la gravite´ existent pour conduire le
liquide du condenseur vers l’e´vaporateur. La force applique´e a` la phase liquide peut
eˆtre d’origine centrifuge (caloduc tournant,[15]), e´lectro-cine´tique (caloduc e´lectro-hydro-
dynamique), magne´tique (caloduc magne´to-hydro-dynamique), etc. Leur utilisation dans
des syste`mes industriels reste ne´anmoins relativement peu de´veloppe´e a` cette date, mis
a` part les caloducs tournants utilise´s dans le refroidissement des rotors de moteurs e´lec-
triques [65, 81].
Si le caloduc est longtemps reste´ une technologie d’application spatiale, l’industrie
terrestre s’y inte´resse de plus en plus. La plupart des syste`mes e´lectroniques ou informa-
tiques posse`dent aujourd’hui leurs caloducs a` pompage capillaire, et le transport terrestre
s’inte´resse au de´veloppement des boucles diphasiques pour refroidir l’e´lectronique de puis-
sance embarque´e, les batteries, les alternateurs, etc.
La mode´lisation et le dimensionnement des caloducs a` pompage capillaire et des
boucles diphasiques sont aujourd’hui relativement bien maitrise´s. Pour approfondir cette
question, l’ouvrage Heat Pipes : Theory, Design and Applications par Reay, Kew et Mc-
Glen [68] est un des plus complets sur les technologies des caloducs.
1.2 Caloducs oscillants - Inte´reˆt et performance
Au de´but des anne´es 1990, un nouveau type de caloduc a e´te´ de´crit par Akachi [2, 3, 4]
dans plusieurs brevets. Il s’agit d’un tube capillaire lisse faisant des allers-retours entre
l’e´vaporateur et le condenseur, partiellement rempli par le fluide de travail, comme un
caloduc classique. Le tube capillaire est ainsi appele´ car il pre´sente un diame`tre infe´rieur
a` la longueur capillaire, qui est elle meˆme de´finie comme la longueur a` laquelle les forces
capillaires sont du meˆme ordre de grandeur que l’effet de la gravite´. Elle s’exprime a`
partir du nombre de Bond, Bo, qui est lui-meˆme le rapport entre les forces gravitaires et
capillaires. Ce nombre est e´gal a` 1 pour des longueurs caracte´ristiques e´gales a` la longueur
capillaire, exprime´e par :
lcap =
(
σ
ρ g
)1/2
(1.2)
Pour de l’eau, cette longueur capillaire est typiquement de l’ordre du millime`tre. Au-
dessous de cette longueur, la capillarite´ e´tant pre´ponde´rante par rapport a` la gravite´, une
bulle de vapeur ou une goutte de liquide prend pre´fe´rentiellement une forme sphe´rique.
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Figure 1.3: Sche´ma de fonctionnement de caloducs oscillants en boucle ouverte (a) ou
ferme´e (b) (Kearney et Griffin [42]).
Du fait de l’absence de milieu poreux, ainsi que des dimensions capillaires du tube,
ce fluide se re´partit naturellement sous forme de bulles de vapeur se´pare´es entre elles
par des bouchons de liquide, comme repre´sente´s sur la figure 1.3. En imposant un flux de
chaleur a` l’e´vaporateur, les diffe´rences de pression entre bulles adjacentes diffe´rentiellement
chauffe´es entrainent une instabilite´ dynamique de ces bulles et donc le de´placement de
l’ensemble bulle vapeur/bouchon liquide, qui peut e´ventuellement passer de l’e´vaporateur
au condenseur. Le bouclage du tube entre les deux sources permet de propager les insta-
bilite´s, et plus le nombre d’aller-retour est important, plus le caloduc semble performant.
Puisque le transfert de chaleur s’effectue graˆce a` l’oscillation de bulles de vapeur, ce type
particulier de syste`me thermique est appele´ caloduc oscillant, en anglais Pulsating Heat
Pipe (PHP) ou Oscillating Heat Pipe (OHP).
Deux types de transfert thermique sont pre´sents dans ce syste`me. Un transfert de
chaleur sensible par convection force´e est assure´ par les bouchons de liquide passant d’une
source a` l’autre. S’y ajoute un transfert de chaleur latente, graˆce aux films de liquide
entre les parois du capillaire et les bulles de vapeur. Puisque les deux phases, liquide et
vapeur, se de´placent dans la meˆme direction et qu’un milieu poreux n’est pas ne´cessaire, les
limites capillaire et d’entrainement sont largement ame´liore´es, voire e´vite´es, par rapport
a` un caloduc a` pompage capillaire. Un avantage supple´mentaire des caloducs oscillants
sur les autres syste`mes diphasiques est sa grande facilite´ de fabrication et d’inte´gration ;
ils peuvent s’adapter en pratique a` quasiment n’importe quelle configuration rencontre´e
dans l’industrie.
Lors de sa the`se pre´pare´e a` l’universite´ de Stuttgart et soutenue en 2004, Khandekar
[43] a e´tudie´ les performances thermiques des PHPs suivant de nombreux parame`tres
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Figure 1.4: Domaine d’utilisation d’un PHP suivant le diame`tre du tube, le flux impose´
et le taux de remplissage. (Khandekar [43]). CLPHP : Closed Loop Pulsating Heat Pipe.
comme le diame`tre des tubes, le nombre d’allers-retours, le fluide de travail, le flux impose´,
le taux de remplissage ou l’influence de la gravite´. Il a ainsi mis en e´vidence que les
performances des caloducs oscillants e´taient meilleures pour des diame`tres infe´rieurs a`
un diame`tre critique de l’ordre de la longueur capillaire. Une des explications est la
hauteur de film de´pose´ a` la paroi par le bouchon liquide qui devient faible pour des
diame`tres capillaires, augmentant donc le flux de chaleur transfe´re´ par e´vaporation et de
la` l’instabilite´ des bulles, tre`s importante pour l’efficacite´ de ces syste`mes. Il a aussi e´te´
montre´ que la re´sistance thermique globale d’un PHP pouvait diminuer drastiquement
avec l’augmentation du flux de chaleur impose´. Ces re´sultats sont en partie re´sume´s par
la figure 1.4.
De nombreuses e´tudes sont depuis venues comple´ter ces re´sultats, concernant le fluide
de travail, les couplages entre orientation, taux de remplissage et gravite´ [50, 51, 6], ainsi
que la compre´hension plus fine des liens tre`s forts entre transfert thermique et hydrody-
namique des e´coulements liquide et vapeur dans un PHP [54, 82].
Suivant le flux de chaleur impose´ a` l’e´vaporateur, plusieurs re´gimes d’e´coulement ont
e´te´ mis en e´vidence lors du fonctionnement d’un PHP [43, 47]. Si le diame`tre du tube est
de l’ordre de la longueur capillaire, le fluide en oscillation est compose´ dans un premier
temps de bulles de vapeur de petite taille. En augmentant le flux de chaleur impose´, de
nouvelles bulles se forment par nucle´ation, se´parant e´ventuellement les bouchons liquides.
Du fait de la grande agitation des bulles, celles-ci peuvent se rompre ou coalescer pour
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finalement former de longues bulles couramment connues sous le nom de bulle de Taylor.
A partir d’un certain niveau de chauffage, les mouvements sont tellement importants
que l’hydrodynamique de la phase vapeur devient pre´ponde´rante devant celle de la phase
liquide, et un e´coulement annulaire se met en place avec un comportement tre`s similaire
a` celui d’un thermosiphon. Puisqu’un caloduc oscillant typique est constitue´ d’un grand
nombre de tours, ces diffe´rents re´gimes peuvent coexister dans des branches voisines. Il
est aussi inte´ressant de remarquer qu’en situation gravitaire, le re´gime annulaire a` flux
de chaleur e´leve´ conduit a` une re´sistance thermique plus faible encore que le re´gime a`
bulles de Taylor. Cependant, pour des applications spatiales, le comportement de type
thermosiphon en re´gime annulaire aura sans doute du mal a` eˆtre efficace en l’absence
de gravite´. Quoi qu’il en soit le sujet tre`s vaste de la caracte´risation expe´rimentale des
caloducs oscillants reste un travail en cours, avec encore un grand nombre de ge´ome´tries
et de conditions externes et internes a` explorer.
1.3 Mode´lisation des caloducs oscillants
Paralle`lement aux e´tudes expe´rimentales re´alise´es sur les caloducs oscillants, des efforts
de mode´lisation ont e´te´ effectue´s depuis une quinzaine d’anne´es, en vue d’atteindre une
compre´hension globale des phe´nome`nes influenc¸ant la thermodynamique des oscillations
de bulles dans un PHP, d’obtenir des crite`res de de´marrage et des limites de fonction-
nement permettant une industrialisation plus syste´matique de ce syste`me thermique. Une
des premie`res mode´lisations est due a` Shafii et al. [75] en 2001, pour laquelle les interfaces
entre bulles de vapeur et bouchons de liquide sont mode´lise´es par des surfaces planes,
ne´gligeant entie`rement les films de liquide de´pose´s a` la paroi, dans une configuration
masse-ressort pure. Par la suite, Zhang et Faghri [89] ont ajoute´ a` ce mode`le l’influence
de la chaleur latente en prenant en compte le flux d’e´vaporation a` cette interface qui,
malgre´ tout, restait plane. Bien que limite´e, cette mode´lisation a cependant permis de
montrer qu’a` cause du faible diame`tre du tube capillaire, afin que le nombre de Bond
Figure 1.5: Sche´ma du mode`le de me´nisque avec un film de liquide d’e´paisseur constante.
(Das et al. [19]).
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associe´ au fluide soit suffisamment faible, l’influence de la gravite´ est ne´gligeable sur une
branche seule. Elle a aussi conclu que la majorite´ du transfert thermique s’effectuant entre
l’e´vaporateur et le condenseur est principalement due a` la chaleur sensible advecte´e par les
bouchons de liquide, et que l’e´nergie latente s’e´changeant dans le film de liquide ne servait
qu’a` soutenir les oscillations en se transformant en e´nergie cine´tique. Cependant cette
dernie`re conclusion n’a toujours pas e´te´ affermie par des e´tudes re´centes, expe´rimentales
ou the´oriques.
La prise en compte des films de´pose´s a commence´ a` eˆtre envisage´e avec Dobson [21],
qui a e´tudie´ l’oscillation de me´nisques plats, comme Shaffi, mais avec des films de´pose´s de
hauteur constante et de longueur variable aux interfaces desquels s’effectuent les transferts
de chaleur latente. La figure 1.5 sche´matise un me´nisque suivant ce mode`le. Sur ce mode`le
sont aussi base´s quelques autres travaux (voir par exemple [60] et [19]), qui ont permis
une meilleure compre´hension de la thermodynamique d’un me´nisque en oscillation, ainsi
qu’un re´seau de bulles en oscillation.
Cependant, Khandekar e´crivait en 2010 dans sa synthe`se sur l’hydrodynamique des
PHPs [44] :
“ There is no comprehensive mathematical model to predict the PHP ther-
mal performance for a given boundary condition. The understanding of heat
transfer and pressure drop under self-excited thermally driven oscillating two-
phase flow inside capillary tubes is not convincing. The complete transport
phenomena in the unit-cell need to be resolved to predict global heat transfer
parameters.”
Et Nikolayev [59] ajoutait en 2012 :
“ Too little information is available on the dynamic and shape variation of the
wetting film in the evaporator.”
Au dela` de ces difficulte´s a` mode´liser pre´cisement et simplement l’hydrodynamique
d’une bulle se de´plac¸ant dans un capillaire chauffe´, proble`me de´ja` difficile en soi, existent
des facteurs aggravants pour qui veut acce´der aux performances thermiques d’un caloduc
oscillant autrement que par une caracte´risation expe´rimentale : le mouvement d’une bulle
dans ce syste`me est fortement influence´ par les bulles voisines, pouvant s’assimiler a` un
syste`me masse-ressort, mais influence´ par quantite´ de phe´nome`nes physiques, en parti-
culier l’e´vaporation du film de liquide de´pose´. En allant plus loin, il faudrait aussi prendre
en compte la coalescence et la rupture de bulles, la cre´ation de bulles de vapeur par nu-
cle´ation a` la paroi, tout ceci dans un syste`me hydrodynamique hautement instationnaire,
ou` les diffe´rentes branches composant le caloduc peuvent simultane´ment pre´senter des
re´gimes diffe´rents.
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La mode´lisation nume´rique et the´orique des caloducs oscillants a commence´ il n’y
a qu’une quinzaine d’anne´es. Il est donc normal qu’a` ce stade du de´veloppement, les
difficulte´s qui restent encore a` surmonter par les chercheurs semblent de´mesure´es. Cepen-
dant les progre`s de´ja` effectue´s dans la compre´hension de la thermodynamique des bulles,
ainsi que la communaute´ de plus en plus importante s’inte´ressant a` ces sujets laissent a`
penser qu’au fur et a` mesure de l’avance´e des travaux et de la prise en compte progressive
des me´canismes physiques importants, une mode´lisation satisfaisante des PHPs pourra
eˆtre mene´e a` bien a` moyen terme, rendant possible une industrialisation plus large de ce
syste`me thermique.
L’objectif principal de ce me´moire est d’aider a` re´pondre aux demandes de Khandekar
et Nikolayev exprime´es plus haut, et de comple´ter les connaissances de´ja` disponibles sur la
thermodynamique d’une bulle dans un capillaire chauffe´, en laissant pour l’instant de cote´
les interactions et ge´ne´rations de bulles. Pour cela, il est d’abord ne´cessaire de dresser un
panorama des travaux de mode´lisation de´ja` effectue´s, sur le sujet des films de liquide, ou
des bulles comple`tes, dans un contexte isotherme ou non.
1.4 Film de liquide
La mode´lisation d’une bulle se de´plac¸ant dans l’e´vaporateur d’un caloduc oscillant
ne´cessite la compre´hension des phe´nome`nes physiques influenc¸ant le comportement dy-
namique et thermique du film de liquide pre´sent entre la paroi solide du capillaire et
la bulle de vapeur. Ce film influence e´videmment la densite´ de flux de masse e´vapore´e.
Sa dynamique particulie`re, notamment quand il s’asse`che, influence aussi le mouvement
de la bulle dans son ensemble. Plusieurs longueurs caracte´ristiques de film de liquide,
lie´es a` des me´canismes physiques particuliers, peuvent eˆtre de´finies, et aboutissent a` des
comportements thermique et dynamique tre`s diffe´rents.
Dans des films d’e´paisseur microme´trique, c’est la viscosite´ qui pilote la dynamique du
film. Si la hauteur de liquide se re´duit jusqu’a` quelques centaines de nanome`tres, les forces
de Van der Wals prennent le dessus et de´finissent ce qu’on appelle un film adsorbe´. Enfin,
une densite´ de flux de chaleur impose´e a` un film microme´trique entraine son asse`chement,
et donc la cre´ation d’une ligne triple, laquelle posse`de une dynamique propre qu’il est
indispensable de connaitre.
1.4.1 Hypothe`ses de lubrification
Inte´ressons-nous tout d’abord a` un film d’e´paisseur microme´trique. Il est suppose´ ici
que le nombre de Reynolds est faible devant 1, et donc que l’e´quation de bilan hydrody-
namique se re´duit a` l’e´quation de Stokes. Cette hypothe`se de faibles effets inertiels dans
le film est justifie´e par la pre´dominance des effets visqueux dans un liquide posse`dant
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seulement quelques microme`tres d’e´paisseur.
Pour pouvoir simplifier fortement les e´quations de Stokes, l’e´paisseur du film de liquide
(note´e δ par la suite) est suppose´e tre`s faible devant la distance caracte´ristique longitu-
dinale L. Le rapport de ces deux longueurs (ε = δ/L) peut eˆtre vu comme un parame`tre
de perturbation tre`s pertinent, puisqu’il est petit devant 1.
Quand un mode`le en particulier est trop complique´ pour pouvoir eˆtre re´solu en l’e´tat,
il est possible de le simplifier en exprimant toutes ses inconnues (Z) comme des se´ries de
Taylor suivant un parame`tre du mode`le, qui est alors appele´ parame`tre de perturbation.
Z =
+∞∑
i=0
εi
i!
dZ
diε
∣∣∣∣
ε=0
(1.3)
En faisant tendre ε vers ze´ro, ne subsisteront dans le mode`le que les termes non facteurs
de ce parame`tre, ce qui peut le simplifier fortement et le rendre soluble analytiquement.
Cette solution est cependant un solution approche´e, dite a` l’ordre principal. Une solution
plus pre´cise peut eˆtre obtenue en prenant en compte les termes suivant dans la se´rie de
Taylor. En soit, n’importe quel parame`tre du proble`me peut eˆtre utilise´ comme parame`tre
de perturbation. Cependant, la solution a` l’ordre principal est d’autant plus pre´cise que
ce parame`tre est petit devant un, car cela indique que les termes simplifie´s dans le mode`le
sont effectivement d’importance tre`s infe´rieure a` ceux qui sont pris en compte.
C’est en cela que le rapport des longueurs caracte´ristiques transversale et longitudi-
nale δ/L du film de liquide est un parame`tre de perturbation pertinent pour simplifier
l’e´quation de Stokes qui s’e´crit alors, a` l’ordre principal :
∂xP = ν ∂r2U (1.4a)
∂rP = 0 (1.4b)
Les grandeurs P et U repre´sentent respectivement le champ de pression, et la projection
longitudinale du champ de vitesse.
L’expression de la courbure de l’interface de´rive´e dans l’annexe B impose une deuxie`me
hypothe`se sur le film de liquide ne´cessaire pour la validite´ du de´veloppement. Il est
indispensable en effet de supposer que les variations de hauteur de ce film sont faibles,
dxδ ≪ 1.
Dans le cadre de ces hypothe`ses, dites de lubrification, les instabilite´s cre´e´es par une
diffe´rence de tempe´rature entre la paroi solide et la surface libre du film de liquide sont
surtout d’origine thermocapillaire. Il a e´te´ pre´cise´ plus toˆt que la tension de surface asso-
cie´e a` la surface libre du film est fonction de la tempe´rature. Des variations longitudinales
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de tempe´rature, meˆme faibles, engendrent alors un gradient longitudinal de tension de
surface, et donc des variations de pression a` l’interface liquide-vapeur, pouvant ge´ne´rer
a` leur tour un e´coulement cellulaire, appele´ thermocapillarite´ ou effet Marangoni. Ce
phe´nome`ne est a` distinguer des instabilite´s de Rayleigh-Be´nard, ou` la circulation cel-
lulaire de´coule d’un gradient de flottabilite´. Un crite`re pour distinguer ces deux types
d’e´coulement a` e´te´ donne´ par Scriven et Sternling [73].
Un certain nombre d’e´tudes the´oriques sur les instabilite´s thermocapillaires, utilisant
les hypothe`ses de lubrification, a e´te´ publie´ depuis, en particulier par Sen et Davis [74] et
Smith et Davis [77]. Burelbach et al. [13] ont ajoute´ a` ce mode`le la prise en compte des
phe´nome`nes d’e´vaporation/condensation a` l’interface libre du film.
L’hypothe`se d’une variation faible de la hauteur de liquide est cependant contrai-
gnante pour qui veut e´tudier des films d’e´tendus finis, comme dans le cas de l’e´talement
d’une goutte ou de l’asse´chement d’un film de liquide. La the´orie de la lubrification a
e´te´ e´tendue par Snoeijer [80] a` des films de faibles e´paisseurs mais de fortes pentes. La
relaxation de l’hypothe`se de faibles pente a e´te´ effectue´e en conside´rant, plutoˆt que la
hauteur δ du film, l’angle θ forme´ par la paroi solide et la tangente a` l’interface libre. En
calculant l’expression du champ de vitesse dans ce coin the´orique d’angle θ, il est possible
de trouver une e´quation parame´trisant la position de l’interface liquide-vapeur tre`s proche
de l’e´quation de´rive´e de la lubrification.
Dans le cadre de ce me´moire, les hypothe`ses de lubrification seront rencontre´es unique-
ment pour dimensionner les grandeurs caracte´ristiques du mode`le, et ne rentreront en
aucune manie`re dans le mode`le en soi. Ceci assure la ge´ne´ralite´ des re´sultats de notre
mode`le vis-a`-vis de ces hypothe`ses.
1.4.2 Film adsorbe´
Quand une surface solide est mouille´e et que le liquide pre´sent s’e´vapore ou se de´place,
il reste toujours sur la paroi un film de liquide de quelques nanome`tres d’e´paisseur, appele´
film adsorbe´. La pre´sence de ce film adsorbe´ est duˆ aux interactions mole´culaire fortes
entre deux milieux de constitution chimiques diffe´rentes, dites interactions de Van der
Waals. Ces forces sont d’importance tre`s grande quand les phases solide et vapeur sont
proches, et pie`gent, en se repoussant, le film de liquide entre ces deux phases.
L’e´nergie d’interaction surfacique de Van der Waals entre deux surfaces paralle`les de
constitution chimiques diffe´rentes et espace´es de δ est de la forme :
W12 = − A
12 π δ2
(1.5)
La grandeur A est appele´e consante de Hamaker, et est fonction des proprie´te´s mole´cu-
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laires du triplet de mate´riaux conside´re´. Ici ces deux mate´riaux sont la paroi solide et la
phase vapeur, entre lesquelles est pie´ge´ le liquide. A` cause de cette interaction forte, la
pression dans le liquide n’est pas la meˆme que dans la phase vapeur, sans conside´ration de
courbure de l’interface ou de contrainte hydrodynamique a` cette interface. La diffe´rence
de pression PL−Pvap dans ces conditions est note´e Πd, est appele´e pression de disjonction,
et a pour expression :
Πd = −dW12
dδ
= −A
δ3
(1.6)
La grandeur A est appele´ constante de dispersion et se de´finit facilement a` partir de
la constante de Hamaker. Cette constante de dispersion est toujours de l’ordre de 10−20
Joules, quel que soit le triplet de mate´riaux envisage´.
Le fait que cette pression soit ne´gative assure que l’interface liquide-vapeur soit re-
pousse´e par le mur solide. La forme de cette contrainte interfaciale va donc ge´ne´rer un
film continu et stable, ou` aucun e´coulement ni e´vaporation ne pourront avoir lieu. Puisque
la constante de Hamaker est tre`s faible, ce film adsorbe´ aura une hauteur extre`mement
faible, de l’ordre d’une dizaine de nanome`tres, et la pression de disjonction n’aura d’effet
qu’a` des e´paisseurs de film de quelques centaines de nanome`tres au maximum.
1.4.3 Ligne triple
La ligne triple est la ligne ou` coexistent a` la fois des phases solide, liquide et vapeur.
Tout film de liquide e´tant force´ment borne´ dans l’espace, cette ligne triple se rencontre
dans de nombreux cas de figures conside´rant des films de liquide.
Une ligne triple au repos posse`de un angle de contact θ entre l’interface liquide-vapeur
et la paroi solide de´termine´ par les tensions de surface σ entre les diffe´rentes phases et
exprime´ par la loi de Young-Dupre´ :
cos θ =
σsv − σsl
σlv
(1.7)
Les indices sv, sl, lv repre´sentent respectivement la tension de surface entre les phases
solide et vapeur, solide et liquide, liquide et vapeur.
Si la ligne triple se de´place, alors la conside´ration d’une condition classique de non-
glissement a` la paroi solide n’est plus possible au niveau de cette ligne, car la dissipation
visqueuse serait alors infinie. Pour relaxer cette singularite´, il peut alors eˆtre conside´re´
une longueur de glissement lg, qui entre dans l’e´criture de la condition de glissement de
Navier. Cette condition de glissement remplace la condition de non-glissement au niveau
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de la ligne triple par une loi line´aire entre la vitesse de glissement, v, et la contrainte
visqueuse tangentielle.
U = lg ∂yU (1.8)
La grandeur U repre´sente toujours la composante longitudinale de la vitesse, et y est
la direction perpendiculaire a` la paroi solide. Cette condition de glissement est pre´sente´e
en de´tail par Lauga et al. [45].
Malheureusement, une singularite´ hydrodynamique se de´veloppe au niveau de la ligne
triple dans les mode`les utilisant la longueur de glissement, et les contraintes visqueuses
deviennent tre`s importantes sur cette ligne. Il est malgre´ tout possible de de´terminer la
variation de l’angle entre l’interface liquide-vapeur et la paroi si on se place assez loin
de la ligne triple, ou` viscosite´ et capillarite´ sont prises en compte. Cet angle est appele´
macroscopique et est de´fini graˆce a` la connaissance d’un angle de contact microscopique
tre`s proche de la paroi, inde´pendant de la vitesse et connu a priori. La valeur de l’angle
macroscopique d’une ligne triple en mouvement est donne´e par la formule de Cox-Voinov :
θ3(x) = θ3micro − 9Ca log
(
x
lg
)
(1.9)
Le nombre capillaire Ca est le rapport entre les forces visqueuse et capillaire, µU/σ.
Un bon moyen de contourner la singularite´ hydrodynamique pose´e par la ligne triple
est de supposer que la ligne triple n’a pas d’existence physique, mais est simplement le
lieu de la jonction entre un film adsorbe´ et un film de liquide de plus grande e´paisseur
[86, 41, 8].
Le transfert de chaleur au niveau d’une ligne triple a e´te´ e´tudie´ par Potash et Wayner
[66], Renk et al. [71], Moosman et Homsy [55] et Wayner [85].
Mathieu [53] de´compose l’e´tude des transferts thermiques, dans un film de liquide
pre´sentant une ligne triple, en trois re´gions. Proche de la ligne triple est la micro-re´gion,
traite´e dans le meˆme esprit que Voinov [83]. Plus loin est une re´gion de conduction, puis
une re´gion de convection. L’influence d’un chargement thermique sur l’angle de contact
macroscopique a` travers un fort flux d’e´vaporation a ainsi pu eˆtre quantifie´e.
Panchamgam et al. [62] et Chaterjee et al. [16] ont conside´re´ un me´nisque anisotherme
prolonge´ par un film adsorbe´, et ont pu confirmer le fort flux d’e´vaporation ayant lieu pour
de faibles hauteurs de liquide, dans la transition entre le film mince de liquide et le film
adsorbe´. Ce flux important est suppose´ ge´ne´rer un important flux de masse a` l’inte´rieur
meˆme du film de liquide, entrainant des angles de contact anisothermes plus importants
que l’angle de contact statique isotherme (Wayner et al. [85]). Benselama et al. [8] ont
quant a` eux e´te´ plus loin encore en partant d’un mode`le plus complet e´labore´ a` l’aide
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d’une me´thode de perturbation locale qui sera reprise dans ce me´moire. Il a ainsi e´te´
mis en e´vidence une ondulation du film adsorbe´ due a` la thermocapillarite´, sous certaines
conditions, dans la zone de la ligne triple.
Dans sa the`se soutenue en 2012, Janecˇek [37] e´tudie l’hydrodynamique dans la re´gion
de la ligne triple quand celle-ci est chauffe´e, et s’inte´resse au paradoxe hydrodynamique
de la ligne triple. Il utilise ensuite ces re´sultats pour e´tudier la croissance d’une bulle de
vapeur sur un substrat chauffe´ dans un bain de liquide.
1.5 Bulle contenue dans un capillaire
1.5.1 Mode´lisation
Pour qui veut plutoˆt s’inte´resser a` l’aspect macroscopique d’une bulle, le point de
de´part ne peut eˆtre un film adsorbe´, car le mode`le prenant en compte la pression de
disjonction, pre´dominante a` ces e´paisseurs, n’est pas adapte´ pour mode´liser des e´paisseurs
de liquide supe´rieures a` quelques centaines de nanome`tres. La condition aux limites
utilise´e dans la re´solution du mode`le est donc la condition macroscopique du raccord avec
un me´nisque de forme quasi-sphe´rique.
Des chercheurs se sont attache´s a` la mode´lisation de la dynamique isotherme d’une
ligne triple se prolongeant par un film adsorbe´. Kalliadasis et Chang [41] ont ainsi mode´lise´
un me´nisque complet remouillant un film adsorbe´ a` vitesse constante. Ils ont pour cela ex-
prime´ l’e´quation diffe´rentielle portant sur la position de l’interface dans diffe´rentes re´gions
de re´solution en fonction des forces pre´ponde´rantes : force capillaire dans le me´nisque,
capillaire et visqueuse dans la zone ou` les hypothe`ses de lubrification sont applicables,
visqueuse et de disjonction pre`s de la ligne triple. Partant d’un me´nisque sphe´rique, ils
ont pu descendre de proche en proche jusqu’au film adsorbe´ et s’y raccorder en ajustant
nume´riquement la valeur d’une constante d’inte´gration. Si cette e´tude est tre`s inte´ressante
puisqu’elle est ve´ritablement multi-e´chelle, mode´lisant une interface variant de quelques
millime`tres a` quelques nanome`tres d’e´paisseur, les simplifications applique´es aux e´qua-
tions pour y arriver rendent l’e´tude assez qualitative, et ne sauraient eˆtre syste´matise´es
a` un mode`le plus complet. Les auteurs arrivent, de plus, a` la conclusion que le me´nisque
de´veloppe´ est non seulement de forme sphe´rique (seule la capillarite´ est pre´ponde´rante
a` ces distances caracte´ristiques) mais posse`de de plus un rayon de courbure e´gal au dia-
me`tre du tube capillaire. Ceci parait adapte´ pour un me´nisque reculant, mais pas pour
un me´nisque avanc¸ant sur un film adsorbe´ (cf. par exemple [69, 70, 49, 35]). Elle reste
donc une e´tude approche´e de la transition entre un me´nisque comple`tement de´veloppe´ et
un film de dimension nanome´trique d’un inde´niable inte´reˆt mathe´matique.
Toujours dans le cadre d’une physique isotherme, Bretherton [12], dans son article
fondateur et largement cite´, a calcule´ la forme d’une bulle en mouvement uniforme dans
un capillaire de rayon R, en conside´rant uniquement la capillarite´ dans les me´nisques avant
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et arrie`re, un film de liquide de´pose´ immobile et d’e´paisseur constante, et deux re´gions de
transition entre ces trois re´gions, ou` les forces capillaires et visqueuses sont conside´re´es
d’e´gale importance. Il a pu en de´duire des corre´lations de´crivant non seulement la hauteur
du film de liquide de´pose´ δ,
δ = 1.337RCa2/3 , (1.10)
mais aussi la variation de pression de part et d’autre de la bulle engendre´e par les carac-
te´ristiques du film de liquide,
∆P = 7.447Ca2/3
σ
R
. (1.11)
Ces re´sultats sont la conclusion d’une analyse des e´quations de Stokes pour de faibles
niveaux de vitesse, c’est-a`-dire a` des valeurs de nombre capillaire et de Reynolds petits
devant 1. De plus, les zones de transition sont analyse´es dans le cadre de la the´orie
de la lubrification, c’est-a`-dire que les e´quations de conservation sont syste´matiquement
simplifie´es graˆce a` la faible e´paisseur de liquide, ainsi que sa faible variation de hauteur.
Ces re´sultats ont e´te´ de´rive´s et comple´te´s mathe´matiquement a` partir d’un mode`le complet
par Park et Homsy [63], toujours pour une bulle isotherme en mouvement uniforme. Ils
utilisent, pour ce faire, a` la fois le nombre capillaire Ca et le rapport ε des longueurs
caracte´ristiques radiale et axiale comme parame`tre de perturbation.
La corre´lation de Bretherton n’est valable que pour des nombres capillaires relative-
ment faibles, infe´rieurs a` 10−4 ou 10−3. Au dela`, la loi de variation en Ca2/3 entraine un
rapport rayon du capillaire/e´paisseur de film trop important pour eˆtre physiquement ac-
ceptable. Il existe donc pour des nombres capillaires plus grands un effet de confinement
qui engendre une variation de l’e´paisseur de film suivant une loi appele´ loi de Taylor,
rappele´e ici (1.12), qui a e´te´ discute´e en de´tail par Aussillous et Que´re´ [5] a` partir de
donne´es expe´rimentales.
δ
R
=
1.337Ca2/3
1 + 1.337αCa2/3
(1.12)
La constante α est une constante d’ajustement de la loi avec l’expe´rience (≈ 2.5 pour
Aussillous et Que´re´ [5]).
Les expe´rimentations re´alise´es par Bretherton [12] paralle`lement a` son e´tude the´orique
ayant montre´ un e´cart entre les corre´lations engendre´es par son mode`le avec les mesures
expe´rimentales pour de tre`s faibles valeurs de Ca, Ratulowski et Chang [67] ont montre´
que cet e´cart pouvait eˆtre explique´ par la pre´sence d’impurete´s dans le liquide, entrainant
un effet Marangoni a` l’interface par variation de concentration de tensioactifs. Cette e´tude
est tre`s proche d’une e´tude anisotherme, puisque les e´quations de diffusion de la chaleur
et de diffusion d’espe`ces sont similaires.
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Une e´tude ve´ritablement anisotherme a e´te´ effectue´e par Wilson et al. [88], ou` un
me´nisque simple ne se de´plac¸ait pas mais pouvait changer de forme suivant les conditions
de tempe´rature a` la paroi, le film liquide pouvait ainsi s’e´vaporer et s’asse´cher. Les
auteurs ont de plus montre´ que l’e´tat de la phase vapeur est force´ment un e´tat transitoire
impactant la forme de l’interface liquide-vapeur a` cause du flux de masse e´vapore´e. Cette
impact de la phase vapeur sur l’hydrodynamique de la bulle est important et doit eˆtre
pris en compte.
La principale limitation de ces mode`les macroscopiques est que, pour pouvoir acce´der
a` la forme de l’interface en conside´rant un film liquide de quelques microns d’e´paisseur
sans s’exposer a` de grosses difficulte´s de re´solution, il faut omettre la prise en compte de
la pression de disjonction dans le mode`le. Si cette omission est justifie´e sur presque toute
la longueur du film, la pression de disjonction aura force´ment un roˆle a` jouer au moment
de l’asse´chement de ce film, ine´vitable dans un contexte anisotherme.
1.5.2 Asse`chement du film de´pose´
Nous avons de´ja` e´voque´ la dynamique d’une ligne triple, qu’elle soit physique ou con-
side´re´e comme la transition vers un film adsorbe´. Dans le cadre de l’e´tude de la dynamique
d’une bulle anisotherme, le chercheur sera toˆt ou tard confronte´ a` l’asse`chement du film
de liquide de´pose´ a` la paroi, si la bulle conside´re´e est suffisament longue.
Morris [56, 57], et apre`s lui Mathieu [53] et Janecˇek [37], a montre´ que l’angle de contact
macroscopique d’une ligne triple en de´placement et soumis a` un chargement thermique
e´tait inde´pendant de l’e´tat du film de liquide en amont de cette ligne triple. Ainsi,
Snoeijer et al. [79] a pu montrer par une e´tude expe´rimentale et un mode`le simple de
lubrification que le film de liquide, proche de la ligne triple, se stabilise a` une hauteur
controle´e uniquement par la dynamique de cette ligne triple. Mais d’apre`s l’e´tude de
Bretherton [12], le me´nisque de´posant le film de liquide microme`trique impose lui-aussi
une hauteur de film de´pose´ qui est ge´ne´ralement infe´rieure a` celle du film proche de la
ligne triple. Il existe donc une transition entre ces deux hauteurs, ce qui peut cre´er un
bourrelet de liquide avant l’asse`chement du film, comme repre´sente´ par la figure 1.6.
La transition entre les deux hauteurs de film s’effectue a` travers ce qui est appele´ un
choc capillaire, c’est-a`-dire une variation tre`s brusque de la hauteur. Ce choc capillaire a
e´te´ e´tudie´ d’un point de vue purement mathe´matique par Bertozzi et al. [9]. En suivant
Snoeijer [79], il posse`de lui aussi sa propre vitesse (fig. 1.6), ce qui abouti a` l’e´tirement
progressif du bourrelet pre´sent au bout du film de liquide.
La vitesse de de´placement de la ligne triple est fonction de la dynamique et des me´-
canismes de transfert de chaleur dans la micro-re´gion de la ligne triple. Elle est aussi et
surtout fonction des conditions initiales applique´es au film de liquide. La dynamique de
l’asse`chement d’un film de liquide et de la cre´ation d’une (ou plusieurs) ligne triple est
difficile a` inte´grer dans un mode`le de bulle complet.
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Figure 1.6: Sche´ma d’un film de liquide en de´placement [79]. Le me´nisque capillaire et la
ligne triple n’ont pas la meˆme vitesse.
1.6 Contribution du pre´sent me´moire
Le mode`le qui est pre´sente´ dans le chapitre suivant est un mode`le macroscopique du
liquide entourant une bulle anisotherme en mouvement uniforme dans un tube capillaire.
Le mode`le microscopique est introduit uniquement pour un me´nisque avanc¸ant sur une
paroi asse´che´, c’est-a`-dire sur un film adsorbe´ re´siduel. La limitation d’un film de liquide
mal mode´lise´ par l’omission des phe´nome`nes physiques particuliers lie´s au mouvement de
la ligne triple reste donc attache´ a` ce mode´le.
Le chapitre 2 pre´sente le mode`le global utilise´ dans la phase liquide, ou` les e´quations
de Navier-Stokes sont re´solues en utilisant les me´thodes pre´sente´es dans le chapitre 3.
Dans ce chapitre est aussi explique´ de quelle manie`re le domaine d’e´tude est de´compose´
suivant les effets physiques pre´ponde´rants, eux-meˆmes lie´s en particulier a` l’e´paisseur du
film de liquide.
Les diffe´rents proble`mes de´coulant de ce de´coupage devront encore eˆtre re´solus. La
section 3.3 pre´sente les techniques de re´solution utilise´es. Un de´veloppement en se´rie de
Taylor, utilisant les nombres capillaire et de Reynolds comme parame`tre de perturbation,
permet d’obtenir des proble`mes tre`s simplifie´s au premier ordre, et prenant en compte de
manie`re progressive l’ensemble des parame`tres du mode`le aux ordres supe´rieurs.
Les chapitres 4 et 5 regroupent les re´sultats concernant la re´solution du proble`me
liquide dans le me´nisque avant de la bulle et dans le film de liquide, d’abord a` l’ordre
principal de perturbation (chap. 4), puis aux ordres supe´rieurs (chap. 5). Le chapitre 6,
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quant a` lui, regroupe les re´sultats portant sur le me´nisque arrie`re de la bulle, avanc¸ant soit
sur un film d’e´paisseur microme´trique, soit sur un film adsorbe´ d’e´paisseur nanome`trique.
Enfin le chapitre 7 utilise les re´sultats des chapitres pre´ce´dents, leur ajoute des bilans
de masse et d’e´nergie portant sur la phase vapeur, et s’inte´resse aux grandeurs importantes
agissant sur l’expansion d’une bulle, en re´gime ne´cessairement transitoire.
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Mode`lisation de la phase liquide
L’objectif de ce me´moire est la re´solution semi-analytique des e´quations de conser-
vations mode´lisant le comportement hydrodynamique et thermique de la phase liquide.
Celle-ci entoure une bulle de vapeur contenue dans un tube capillaire de section cylin-
drique. Le domaine e´lementaire de re´solution est donc la bulle comple`te, avec ses deux
me´nisques, ainsi que les deux bouchons de liquide l’entourant, dont les champs de vitesse,
de pression et de tempe´rature se raccordent a` des conditions d’e´coulement convectif e´tabli.
Ce chapitre met donc en place un mode`le complet de la phase liquide dans lequel, pour
l’instant, la phase vapeur n’est conside´re´e qu’a` travers sa tempe´rature de saturation,
Tsat(Pv), associe´e a` la pression re´gnant dans la bulle.
Un point de vocabulaire est ne´cessaire avant de commencer cette mode´lisation. Il sera
fait re´gulie`rement mention de me´nisques avanc¸ant ou reculant. Une interface se´parant
deux fluides est transporte´e par le fluide de plus grande masse volumique, c’est-a`-dire le
liquide dans notre cas. Nous parlerons donc de me´nisque reculant quand l’interface est
tire´e par le bouchon liquide, a` l’avant de la bulle, et de me´nisque reculant quand l’interface
est pousse´e par le bouchon de liquide, a` l’arrie`re de la bulle. Un me´nisque reculant de´pose
a` la paroi un film d’e´paisseur microme´trique, alors qu’un me´nisque avanc¸ant remouille un
film de liquide laisse´ a` la paroi, que celui-ci soit microme´trique ou adsorbe´.
2.1 E´quations de conservation
2.1.1 Description du domaine
Nous voulons mode´liser la dynamique d’une bulle comple`te en re´gime pseudo-station-
naire, c’est-a`-dire que les me´nisques avant et arrie`re se de´placent a` une vitesse constante,
et que les termes transitoires des e´quations de conservation ne sont pas conside´re´s. Pseudo,
car l’interface, au moins au niveau des me´nisques, s’adapte a` des conditions dans la phase
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(a) Premier cas de figure : la distance entre les deux me´nisques est infe´rieure a` la longueur
d’asse`chement.
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(b) Deuxie`me cas de figure : la distance entre les deux me´nisques est supe´rieure a` la longueur
d’asse`chement. Les proble`mes avant et arrie`re peuvent eˆtre totalement de´couple´s.
Figure 2.1: Sche´mas des diffe´rentes ge´ome´tries de bulle conside´re´es.
vapeur qui peuvent e´ventuellement e´voluer. Nous traiterons cette situation transitoire de
la phase vapeur au chapitre 7.
Deux cas de figure peuvent se pre´senter dans la description d’une bulle soumise a` un
chargement thermique. Le film de liquide pre´sent entre la bulle et la paroi solide s’e´vapore
en effet, et peut e´ventuellement s’asse`cher si la bulle conside´re´e est assez longue. Si le film
s’asse`che, il est conside´re´ malgre´ tout l’existence d’un film adsorbe´ a` la paroi du capillaire.
Il faut s’inte´resser non seulement aux bulles assez courtes pour que le me´nisque arrie`re
remouille un film d’e´paisseur microme`trique, mais aussi aux bulles assez longues pour
que ce film de´pose´ s’e´vapore comple`tement, et que le me´nisque arrie`re remouille un film
adsorbe´. Ces deux situations sont sche´matise´es par les figures 2.1a et 2.1b.
A` cause de ces deux situations diffe´rentes, trois sous-proble`mes sont a` e´tudier. Tout
d’abord, la partie avant de la bulle, qui en elle-meˆme est un proble`me bien pose´, et dans
laquelle sont compris le me´nisque avant, le film de´pose´ sur la paroi par ce me´nisque, et
la re´gion assurant la transition entre ces deux domaines. Les deux autres sous-proble`mes
envisagent le me´nisque arrie`re remouillant soit un film microme´trique, soit un film adsorbe´.
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Si le film de liquide n’est pas encore asse´che´ lorsque le me´nisque arrie`re arrive, le proble`me
a comme conditions aux limites l’e´tat du film a` cet endroit. Les proble`mes avant et
arrie`re sont donc couple´s, a` travers le film de liquide se´parant les deux me´nisques. Si, en
revanche, la bulle est assez longue pour que le film de´pose´ soit asse´che´ quand le me´nisque
arrie`re arrive, cette partie arrie`re avance sur un film adsorbe´ laisse´ par le film liquide en
s’e´vaporant. Cette situation implique deux proble`mes associe´s au liquide de´couple´s entre
l’avant et l’arrie`re de la bulle, puisque le film adsorbe´, d’e´paisseur constante, ne s’e´vapore
pas.
La mode´lisation d’un me´nisque avanc¸ant sur un film adsorbe´ doit prendre en compte
la pression de disjonction, pre´ponde´rante a` ces hauteurs de liquide. Ce mode`le particulier
ne sera e´voque´, mis en place et re´solu, que dans la deuxie`me partie du chapitre 6, consacre´
au me´nisque arrie`re, section 6.2.
Les hypothe`ses et notations qui suivent seront utilise´es dans l’ensemble du me´moire,
quel que soit le sous-proble`me conside´re´ :
Le tube est capillaire, de rayon R, c’est-a`-dire que le rayon du tube est conside´re´
infe´rieur a` la longueur capillaire, ou encore, R est choisi de manie`re a` obtenir un nombre
de Bond du syste`me infe´rieur a` un. On y ne´glige donc les effets gravitaires, ce qui permet
de conside´rer une ge´ome´trie axisyme´trique du domaine.
Les me´nisques se de´placent a` une vitesse constante Um, et les e´quations qui gouvernent
la phase liquide sont exprime´es dans un repe`re relatif lie´ a` la bulle. Le repe`re de base
du proble`me est le repe`re (O1, r1, x1) repre´sente´ sur la figure 2.1. Le point O1 est posi-
tionne´ au centre du capillaire, au bout du me´nisque avant. L’interface liquide-vapeur est
parame´tre´e par la fonction h(x), qui repre´sente, soit la coordonne´e radiale de l’interface,
soit l’e´paisseur du film de liquide. Ceci sera pre´cise´ plus loin.
La paroi est chauffe´e par une densite´ de flux de chaleur constante et uniforme note´e ϕin.
Le proble`me de la conduction de la chaleur dans la paroi sera aborde´ dans la section 2.2,
mais il est utile de pre´ciser de`s maintenant qu’une perte de flux par convection naturelle
et rayonnement vers l’exte´rieur du mur est conside´re´e. Un coefficient d’e´change thermique
global H avec l’exte´rieur est donc conside´re´.
Une raison supple´mentaire a motive´ la prise en compte du transfert de chaleur vers
l’exte´rieur de la paroi. Cette condition permet en effet d’imposer la tempe´rature ambiante
a` l’exte´rieur du mur comme tempe´rature de re´fe´rence du syste`me, et non la tempe´rature
de saturation de la vapeur. Ce mode`le permet donc la variation de la tempe´rature dans
la bulle, autorisant ainsi la prise en compte ulte´rieure de l’effet du flux d’e´vaporation sur
la phase vapeur.
Pour plus de clarte´, toutes les grandeurs physiques relatives a` la phase liquide seront
e´crites sans indice. On de´finit ainsi la masse volumique ρ, les viscosite´s dynamique et
cine´matique µ et ν, les conductivite´ et diffusivite´ thermiques λ et α. D’autres grandeurs
sont lie´es a` l’interface liquide-vapeur : σ repre´sente la tension de surface liquide-vapeur,
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et hlg repre´sente l’enthalpie massique de changement de phase liquide-vapeur. Enfin, les
grandeurs physiques relatives a` la phase vapeur seront indice´es v. Les capacite´s thermiques
massiques de la vapeur a` volume constant et pression constante seront aussi utilise´es, et
seront note´es respectivement cv,v et cp,v.
2.1.2 Mode´lisation de la phase liquide
La plupart des travaux re´alise´s a` ce jour se rapportant a` un me´nisque ou une bulle en
mouvement dans un capillaire, conside`rent des niveaux de vitesse permettant de ne´gliger
les effets inertiels sur la forme du me´nisque, et donc de ne conside´rer que les e´quations de
Stokes (Park et Homsy [63], Ratulowski et Chang [67]). De plus, ces e´quations de Stokes
sont ge´ne´ralement simplifie´es dans le cadre des hypothe`ses de lubrification (Bretherton
[12], Kalliadasis [41]).
La pre´sente e´tude utilise les hypothe`ses de lubrification uniquement pour de´terminer les
ordres de grandeurs des diffe´rentes longueurs axiales et radiales quand l’interface liquide-
vapeur se rapproche de la paroi. En soi, notre mode`le ne sera pas subordonne´ a` ces
hypothe`ses, bien que, dans un premier temps, la me´thode de re´solution utilise´e rapproche
notre proble`me d’un proble`me de lubrification. De plus, les niveaux de vitesse mesure´s
dans les caloducs oscillants (∼ 0.1m.s−1), dans des tubes de dimension capillaire, cor-
respondent a` des nombres de Reynolds de quelques centaines pour de l’eau, ce qui laisse
a` penser que l’influence des effets inertiels sur la forme de la bulle ne sont pas toujours
aussi ne´gligeables que pour les e´tudes cite´es plus haut.
Les e´quations de Navier-Stokes pour un e´coulement incompressible, en re´gime perma-
nent et sans source de chaleur volumique, sont donc conside´re´es dans la phase liquide :
~∇ · ~u = 0 (2.1a)
ρ (~u · ~∇) ~u = −~∇P + µ∆~u (2.1b)
(~u · ~∇) T = α∆T (2.1c)
Ici ~u, P et T repre´sentent les champs de vitesse, de pression et de tempe´rature liquide.
La ge´ome´trie axisyme´trique du proble`me ame`ne a` ne conside´rer que les projections axiale
et radiale de ces e´quations.
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2.2 Conduction dans la paroi solide
2.2.1 Quelle me´thode de re´solution ?
A` la gene`se de l’e´laboration du mode`le pre´sente´ ici, il a e´te´ envisage´ de re´soudre
l’e´quation de la chaleur dans la paroi du capillaire, afin de prendre en compte sa diffusivite´
thermique, et donc en particulier son inertie. L’optique e´tait de se rapprocher d’un cas
pratique, ou` la paroi solide est chauffe´e par une source volumique, en ge´ne´ral impose´e
par effet Joule. Elle permettait aussi de prendre en compte les phe´nome`nes de stockage
d’e´nergie dans le mur lors du passage du bouchon de liquide, e´nergie qui est restitue´e tre`s
rapidement au moment du passage du me´nisque a` cause de l’important flux thermique,
cre´e´ par l’e´vaporation du film de liquide a` la paroi [17].
Re´soudre l’e´quation de la chaleur dans la paroi n’a de sens que si cette e´quation est
e´crite selon deux dimensions, en coordonne´es cylindriques, ou` le proble`me est conside´re´
axisyme´trique. Du point de vue du liquide, cela revient a` conside´rer une condition de flux
de chaleur variant axialement sur la paroi inte´rieure du mur en contact avec le liquide.
−λ ∂rT |R= ϕ(x) (2.2)
La tempe´rature T est la tempe´rature commune du liquide et de la paroi a` leur interface.
Les deux re´gions, celle du liquide et celle du solide, sont naturellement couple´es, et doivent
eˆtre re´solues simultane´ment. Malheureusement, il est plus facile de re´soudre la re´gion
liquide dans un repe`re relatif lie´ a` la bulle, alors que le proble`me du solide demande un
repe`re lie´ au mur pour e´viter de compliquer l’e´criture des bilans. Le repe`re attache´ a` la
bulle semble, malgre´ tout, une meilleure solution, avec un champ de tempe´rature dans le
mur et un flux a` l’interface solide-liquide qui vont suivre le de´placement du me´nisque.
Encore faut-il re´soudre l’e´quation de la chaleur en deux dimensions cylindriques dans
un cylindre creux compris entre les rayons R1 et R2, chauffe´ par un flux volumique constant
q˙0, comportant une condition de Neumann sur la paroi inte´rieure, et une condition de
Newton sur la paroi exte´rieure, conside´rant globalement la convection naturelle et le
rayonnement line´arise´. Il faut aussi de´finir des conditions aux limites axiales. Bien qu’en
re´alite´ il y ait peu d’indication sur la forme de ces conditions, on peut supposer, si ces
limites sont suffisamment e´loigne´es du me´nisque, que le flux de chaleur axial dans le mur
devient ne´gligeable. On impose donc des conditions de Neumann aux limites axiales du
domaine. Le mode`le global s’e´crit alors :
1
r
∂r(r ∂rT ) + ∂x2T =
q˙0
λ
(2.3)
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−λ ∂rT |r=R1 = ϕ(x)
−λ ∂rT |r=R2 = H (T (R2, x)− Text)
∂rT |x=0 = 0
∂rT |x=L = 0

(2.4)
Une re´solution utilisant la me´thode de se´paration des variables ne permet pas d’obtenir
une e´quation sur les valeurs propres du syste`me, puisque la partie axiale du proble`me se
re´soud en cosinus et sinus hyperboliques. Les conditions aux limites axiales imposent
alors une valeur propre unique et nulle. Une condition axiale de Dirichlet ne change pas
le proble`me, et une condition de Newton n’a positivement aucun sens physique.
Une autre me´thode, dans le cas de la re´solution d’un ope´rateur laplacien en coordon-
ne´es cylindriques, est l’utilisation de transforme´es de Hankel, faisant appel aux fonctions
de Bessel. Les fonctions de Bessel sont note´es Jα(x) (fonction de Bessel de premie`re espe`ce
d’ordre α) et Yα(x) (fonction de Bessel de seconde espe`ce d’ordre α) et sont les solutions
des e´quations
dx2y +
1
x
dxy +
x2 − α2
x2
y = 0 (2.5)
qui se trouvent eˆtre proches de l’expression de la partie radiale de l’ope´rateur laplacien
en coordonne´es cylindriques.
Le principe d’utilisation des transforme´es de Hankel est tre`s proche de celui de trans-
forme´es de Fourier : changer la base de re´solution d’une e´quation pour la simplifier et
pouvoir la re´soudre. Les transforme´es de Fourier introduisent la fonction exponentielle
pour simplifier les e´quations transitoires, et de la meˆme manie`re les transforme´es de Han-
kel introduisent les e´quations de Bessel pour simplifier la partie radiale du laplacien ex-
prime´ en coordonne´es cylindriques. Tout ceci est tre`s clairement explique´, avec quantite´
d’exemples, dans l’ouvrage de Sneddon [78] sur le sujet.
En pratique, la transformation s’e´crit :
T (λ, x) =
∫
∞
0
r T (r, x) Jα(λ r) dr (2.6)
Avec T le champ de tempe´rature dans l’espace physique et T le champ de tempe´rature
dans l’espace de Hankel. Puisque notre domaine est fini, c’est-a`-dire compris entre des
rayons note´s R1 pour le rayon inte´rieur et R2 pour le rayon exte´rieur, il faudra utiliser
la version “finie” de la transforme´e, propose´e originellement par Sneddon [78]. Enfin,
puisque nos conditions aux limites ne sont pas“classiques”, il faut prendre une transforme´e
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ge´ne´ralise´e comme propose´e par Garg et al. [23] :
T (λ, x) =
∫ R2
R1
r T (r, x)N0(λ r) dr (2.7)
ou` N0(λ r) est une combinaison line´aire des fonctions de Bessel de premie`re et deuxie`me
espe`ce, d’ordre 0, permettant de simplifier l’expression finale en fonction des conditions
aux limites adopte´es. En effet, l’application de cette transformation a` la partie radiale
de l’ope´rateur laplacien exprime´ en coordonne´es cylindriques axisyme´triques s’e´crit apre`s
deux inte´grations par parties, conside´rant N0(λ r) solution de l’e´quation (2.5) :
∫ R2
R1
r
(
1
r
∂r(r ∂rT )
)
N0(λ r) dr =
[
r ∂rT N0(λ r)− λ r T N ′0(λ r)
]R2
R1
+ λ2 T (λ, x) (2.8)
L’e´quation (2.3) devient alors :
[
r ∂rT N0(λ r)− λ r T N ′0(λ r)
]R2
R1
+ λ2 T (λ, x) + ∂x2T =
q˙0
λ
∫ R2
R1
r N0(λ r) dr (2.9)
Cette e´quation parait facile a` re´soudre, s’il est possible de trouver la bonne expression
de N0(λ r) pour simplifier le premier terme de cette e´galite´, et fournir une e´quation aux
valeurs propres. Voila` le proble`me de cette me´thode de re´solution : aucune forme de
N0(λ r) remplissant ces conditions n’existe a priori. Comme pour l’application de la
me´thode de se´paration des variables, les conditions aux limites axiales ne permettent pas
de de´finir comple`tement les constantes d’inte´gration issues de la re´solution de l’e´quation
(2.9).
De´tailler les multiples tentatives qui ont e´te´ effectue´es et les raisons de leurs e´checs ne
serait pas indique´ dans le cadre de ce me´moire. Une autre mode´lisation a e´te´ finalement
adopte´e, et a permis de simplifier la prise en compte de la paroi solide, en donnant des
re´sultats qui ne perdent ni en inte´reˆt, ni en enseignement.
2.2.2 Proble`me final
Il a donc e´te´ de´cide´ de ne´gliger la diffusivite´ thermique de la paroi. Cette hypothe`se
permet d’enlever toute la partie axiale du proble`me solide, et le flux conside´re´ sur la paroi
interne du mur en contact avec le liquide devient inde´pendant de l’abscisse x.
Il est justifie´ d’effectuer ces hypothe`ses dans le sens ou` la capacite´ thermique massique
du cuivre (me´tal tre`s utilise´ dans les syste`mes thermiques contenant de l’eau) est dix fois
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plus faible que celle de l’eau, et que la conductance thermique d’un tube capillaire de
cuivre, du fait de sa conductivite´ importante, est elle aussi tre`s supe´rieure a` celle de l’eau
qui y circule. Ainsi, il est conside´re´ que le mur n’aura qu’un faible effet sur le film de
liquide.
Un bilan de flux est effectue´ dans un cylindre creux de rayon inte´rieur R1, de rayon
exte´rieur R2 et de hauteur dx, dans lequel est ge´ne´re´ une production volumique de chaleur
q˙0, avec un transfert conductif en R1 et conductif en R2.
−2π R1λ ∂nT |r=R dx+ q˙0 π(R22 −R21) = 2π R2H (T (R, x)− Text) dx (2.10)
ou` H est le coefficient de transfert thermique global entre la paroi et le milieu exte´rieur.
Conside´rons a` pre´sent que les rayons R1 et R2 sont tre`s proches, c’est-a`-dire que R1/R2 ≈
1. Si on de´fini une densite´ de flux surfacique comme suit :
ϕin = q˙0
Volume du cylindre creux
Surface inte´rieure du cylindre
(2.11)
alors le bilan (2.10) peut s’e´crire sous la forme :
−λ ∂rT |r=R +ϕin = H (T (R, x)− Text) (2.12)
La densite´ de flux surfacique ϕin peut eˆtre indiffe´remment de´finie par rapport a` la
surface exte´rieure ou inte´rieure du cylindre creux, puisque ces deux surfaces sont tre`s
proches.
2.3 Physique de l’interface
Apre`s la condition thermique a` la paroi du capillaire, il faut maintenant s’inte´resser
aux conditions aux limites s’appliquant a` l’interface liquide-vapeur. Puisque cette in-
terface n’est pas rigide, elle est susceptible de se de´former par les contraintes s’y appli-
quant. A` la diffe´rence du mur ou` de simples conditions de non glissement et de non
pe´ne´tration sont prises en compte en guise de conditions dynamique et cine´matique, il
faut ici s’inte´resser non seulement aux conditions thermiques, mais aussi aux conditions
dynamiques s’appliquant a` l’interface liquide-vapeur.
2.3.1 Conditions dynamiques
Le bilan des contraintes dynamiques a` l’interface peut eˆtre se´pare´ en deux parties en le
projetant sur une base lie´e a` l’interface. Il existe donc un bilan des contraintes normales
a` l’interface, et un bilan tangentiel.
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a) Contraintes normales
Les contraintes dynamiques normales, qu’elles soient capillaire ou hydrodynamique,
voire meˆme dues a` la pression de recul ou a` tout autre me´canisme physique dont l’effet est
notable dans la description de la physique de l’interface, engendrent un saut de pression
a` cette interface. Il est conside´re´ que l’interface ne posse`de pas d’e´paisseur. En re´alite´
cependant, la transition entre le liquide et la vapeur se fait en l’espace de quelques dis-
tances inter-mole´culaires, et c’est la diffe´rence entre les pressions du liquide et de la vapeur
de chaque cote´ de cette variation abrupte des grandeurs physiques du fluide conside´re´ qui
est appele´e saut de pression a` l’interface. Ce saut de pression s’effectue sur une distance
tellement faible qu’elle est conside´re´e nulle.
Les forces capillaires seront responsables de la majorite´ du saut pression enregistre´ a`
l’interface. Ces forces sont engendre´es par un de´se´quilibre des contraintes mole´culaires
s’appliquant sur l’interface liquide-vapeur, duˆ a` la diffe´rence importante entre les affinite´s
(ou potentiels chimiques) des phases liquide et vapeur du fluide de travail. Ce de´se´quilibre
dans le bilan de forces s’appliquant sur les mole´cules de l’interface a donc tendance a` la
de´former de manie`re a` minimiser l’aire entre le liquide et la vapeur. L’e´quilibre des travaux
des forces de pression entre les deux phases conduit a` la loi dite de Young-Laplace, qui
s’e´crit :
Pv − P (h) = σ c (2.13)
Ici c repre´sente la courbure totale locale de l’interface liquide-vapeur en m−1, et σ
la tension de surface. La courbure peut eˆtre exprime´e de manie`re ge´ne´rale en fonction
du parame`tre hauteur d’interface note´ h(x) et repre´sente´ sur la figure 2.1. Ce calcul est
de´taille´ en Annexe B, et aboutit a` l’expression :
c =
1
h (1 + dxh2)
1/2
− dx2h
(1 + dxh2)
3/2
(2.14)
Pour simplifier certains calculs dans la suite de ce me´moire, une fonction Φ est de´finie
a` partir du saut de pression Pv − P (h). Ce saut de pression est ponde´re´ par la pression
ge´ne´re´e par la courbure azimutale de la bulle, quand la hauteur h est proche du rayon du
capillaire R :
Φ = Pv − P (h)− σ
R
(2.15)
La contribution des contraintes hydrodynamiques est, elle aussi, prise en compte. Bien
suˆr, puisque la partie hydrostatique du tenseur des contraintes, a` savoir la pression, est de´ja`
prise en compte a` travers la fonction Φ, seule la partie de´viatorique du tenseur est a` ajouter
au bilan, en la projetant sur la normale a` l’interface. Les contraintes hydrodynamiques
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de la phase vapeur sur l’interface sont ne´glige´es, car la vapeur est suppose´e a` l’e´quilibre.
Le liquide est newtonien et isochore. Dans ces conditions, le de´viateur du tenseur des
contraintes hydrodynamiques a pour expression :
Σ = µ
(
2 ∂rv ∂ru+ ∂xv
∂ru+ ∂xv 2 ∂xu
)
(2.16)
avec u et v les composantes axiale et radiale du champ de vitesse du liquide, e´value´es a`
l’interface liquide-vapeur.
Enfin, la dernie`re contrainte prise en compte dans ce bilan des contraintes normales a`
l’interface est d’origine thermique. Le flux massique d’e´vaporation, note´ Glg, va en effet
exercer une pression sur l’interface liquide-vapeur, appele´e pression de recul et ayant pour
expression :
Πr =
(
Glg
)2( 1
ρv
− 1
ρ
)
(2.17)
En soi, il est possible d’ajouter autant de contraintes d’interface que l’on veut, suivant
la physique que l’on veut mode´liser. Ce serait le cas des forces e´lectromagne´tiques, ou de la
pression de disjonction Πd e´voque´e au chapitre pre´ce´dent, qui peuvent eˆtre ajoute´es dans
ce bilan normal des contraintes, pour mode´liser par exemple des films adsorbe´s d’e´paisseur
tre`s faible (quelques nanome`tres).
b) Contraintes tangentielles
La contribution importante a` conside´rer dans la projection des contraintes tangentielles
a` l’interface est la partie tangentielle du de´viateur du tenseur des contraintes hydrody-
namiques. Une variation e´ventuelle de la tempe´rature du liquide a` l’interface liquide-
vapeur entraˆıne un effet Marangoni dans le film de liquide. Il est ge´ne´ralement admis
que la contrainte tangentielle due a` cet effet est proportionnelle au gradient tangentiel de
la tension de surface. De plus, la tension de surface varie, en premie`re approximation,
line´airement avec la tempe´rature comme suit :
σ(T ) = σ⋆ − γ(T − T⋆) avec γ = ∂σ
∂T
∣∣∣∣
T=T⋆
(2.18)
Le coefficient γ est suppose´ constant, et σ⋆ repre´sente la tension de surface e´value´e a`
la tempe´rature de re´fe´rence T⋆. La contrainte tangentielle a` l’interface liquide-vapeur est
donc de la forme :
Πc = ~t · ~∇σ (2.19)
ou` ~t repre´sente le vecteur tangent a` l’interface.
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Toutefois, si la phase vapeur est pure et suppose´e porte´e a` saturation, il est de´mon-
tre´ [7] que la thermocapillarite´ n’a pas d’effet notoire sur les contraintes interfaciales
tangentielles. Il en est autrement si la vapeur n’est pas a` saturation ou si le gaz se com-
pose de plusieurs espe`ces, comme les incondensables pratiquement ine´vitables dans un
caloduc. Dans le cadre de ce me´moire, il a e´te´ ve´rifie´ a posteriori que les variations tan-
gentielles de tempe´rature le long de l’interface liquide-vapeur sont assez faibles pour que
ce terme puisse eˆtre ne´glige´ dans le bilan des contraintes tangentielles a` l’interface.
d) Bilan des contraintes dynamiques a` l’interface
Dans un film de liquide d’e´paisseur microme`trique, l’e´paisseur de ce film est toujours
trop importante pour que la pression de disjonction joue un roˆle significatif. Dans ce cas,
elle sera donc omise dans le bilan des contraintes a` l’interface liquide-vapeur :
Φ +
σ
R
+ ~n ·Σ · ~n = σ
(
1
h (1 + dxh2)
1/2
− dx2h
(1 + dxh2)
3/2
)
+
(
Glg
)2( 1
ρv
− 1
ρ
)
(2.20)
~t ·Σ · ~n = 0 (2.21)
L’absence des effets dispersifs dans ce mode`le simplifie grandement son traitement. Il
faut cependant remarquer que ce parti-pris empe`che de mode´liser l’asse`chement du film de
liquide conside´re´ quand, sous l’effet de l’e´vaporation, l’e´paisseur de ce film devient assez
faible pour que la pression de disjonction prenne le pas sur les autres effets physiques
de´crits pre´ce´demment, et entraine la formation d’un film adsorbe´. Il est donc impossible
de mode´liser, dans l’e´tat du mode`le, ni la ligne triple forme´e a` l’endroit du raccord entre
les films de´pose´ et adsorbe´, ni la dynamique de celle-ci, ni le bourrelet de liquide pouvant
se former a` l’extre´mite´ du film, si l’angle de contact macroscopique est plus important
que l’angle entre le film de´pose´ et la paroi. Les longueurs d’asse`chement qui pourront eˆtre
calcule´es a` partir du pre´sent mode`le ne seront donc qu’une extrapolation d’un film mince
de´pose´ par un me´nisque reculant, en supposant que la ligne triple se de´place a` la meˆme
vitesse que le me´nisque avant, en l’absence de bourrelet de liquide.
f) Bilan de masse
Le lien entre les deux proble`mes dynamique et thermique est assure´ par le bilan de
masse a` l’interface, puisque la densite´ de flux massique d’e´vaporation, elle-meˆme lie´e a` la
densite´ du flux de chaleur, provoque une variation axiale du flux de masse dans la phase
liquide, note´ G. La de´finition de cette densite´ de flux de masse de liquide est :
G(x) = ρ
∫ R
h(x)
2π u(r, x) r dr (2.22)
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On peut ainsi poser le bilan suivant :
−dxG(x) = 2π h(x)Glg(x) (2.23)
2.3.2 Condition thermique
Une condition a` l’interface est ne´cessaire pour pouvoir re´soudre le proble`me thermique.
Cette condition est fournie par le bilan d’e´nergie a` l’interface, constitue´ de cinq termes :
l’e´nergie e´change´e par convection entre l’interface et la phase liquide, le transfert conductif
dans le liquide, l’e´nergie transporte´e par changement de phase, et les transferts conductif
et convectif de la phase vapeur avec l’interface.
Dans la plupart des travaux consulte´s [85, 88, 8], les transferts de chaleur conductif et
convectif entre l’interface et la phase vapeur sont ne´glige´s. De plus, l’e´vaporation n’est
pas suffisamment forte pour que l’apport convectif de la phase liquide a` l’interface soit
important compare´ au transfert conductif dans cette phase. Il n’est donc retenu dans le
bilan de flux de chaleur a` l’interface liquide-vapeur que le transfert conductif coˆte´ liquide
et le flux d’e´vaporation :
−λ ∂nT |h(x)= hlg Glg(x) (2.24)
L’inte´reˆt de ne´gliger les transfert thermiques avec la phase vapeur est e´vident pour
la re´solution. Ainsi, les phases vapeur et liquide ne sont couple´es qu’a` travers la densite´
de flux de masse e´vapore´e Glg, de´finie graˆce a` la loi de Hertz-Knudsen, exprime´e dans
l’annexe A :
KdimG
lg = T (h)− Tsat avec Kdim =
√
2π Rg Tsat
Mg
Tsat
ρv hlg
(2.25)
Les grandeurs Rg et Mg repre´sentent respectivement la constante des gaz parfaits et
la masse molaire du fluide conside´re´. Il est donc e´tabli ici une condition thermique mixte
inhomoge`ne a` l’interface liquide-vapeur de la forme :
λ ∂nT |h(x) + hlg
Kdim
T (h) =
hlg
Kdim
Tsat (2.26)
2.4 Adimensionnement - Proble`me complet
Le mode`le est adimensionne´ pour en faire ressortir les grandeurs parame`triques im-
portantes, faciliter la prise en compte de diffe´rents fluides, et e´ventuellement de´finir des
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corre´lations portant sur les inconnues du syste`me, comme par exemple la hauteur du film
de liquide de´pose´.
2.4.1 De´finition des grandeurs caracte´ristiques
La longueur caracte´ristique du proble`me est le rayon R du capillaire. Bien suˆr, puisque
la hauteur de liquide varie en fonction de la position axiale, entre le me´nisque et le film de
liquide, de nouvelles longueurs caracte´ristiques vont eˆtre de´finies. Cela fait partie d’une
analyse multi-e´chelles qui sera aborde´e au chapitre 3.
Pour la zone situe´e autour des me´nisques, R est la seule longueur caracte´ristique, aussi
bien dans les directions axiale que radiale. Les vitesses axiales et radiales sont de meˆme
toutes deux adimensionne´es par la seule valeur Um de la vitesse du me´nisque. Cette zone
est de courbure quasi-constante, car la capillarite´ y joue un roˆle pre´ponde´rant. La pression
caracte´ristique est donc lie´e a` ces forces capillaires par la grandeur σ/R.
La densite´ de flux de masse e´vapore´e sera maximale si toute l’e´nergie amene´e a` la paroi
est effectivement transforme´e par le changement de phase a` l’interface liquide-vapeur. La
densite´ de flux de masse e´vapore´e est donc adimensionne´e par ϕin/hlg.
C’est la tempe´rature exte´rieure au capillaire qui est de´finie comme tempe´rature de
re´fe´rence, et la diffe´rence T − Text entre la tempe´rature de la phase liquide et cette tem-
pe´rature exte´rieure est adimensionne´e par la diffe´rence de tempe´rature dans un liquide
d’e´paisseur R, soumis a` une densite´ de flux de chaleur ϕin, ou` seul le transfert conductif
est conside´re´ : ϕinR/λ.
La densite´ de flux de masse liquide, quant a` elle, est assimile´e a` un de´bit de liquide, et
adimensionne´e par le de´bit the´orique d’un fluide de vitesse Um, contenu dans une conduite
de rayon R : 2π R2 ρUm
La densite´ de flux de masse e´vapore´e, Glg, est note´e Γlg de manie`re adimensionne´e, tan-
dis que la densite´ de flux de masse liquide, G, est note´e Γ. Les grandeurs adimensionne´es
du syste`me sont donc de´finies de la manie`re suivante :
r = R r∗ ; x = Rx∗
u = Um U
∗ ; v = Um V
∗
P = σ
R
P ∗ ; T − Text = ϕinRλ T ∗
Glg = ϕin
hlg
Γlg ; G = 2π R2 ρUm Γ

(2.27)
Dans la suite de ce me´moire, les e´toiles de´signant les grandeurs adimensionne´es seront
omises pour aider a` la clarte´ de l’e´criture.
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2.4.2 Mode´lisation finale
L’adimensionnement des e´quations du mode`le fait apparaitre une se´rie de nombres
sans dimension qui sont de´finis comme suit :
Re = UmR
ν
; Ca = Um µ
σ
; Bi = H R
λ
E = ϕin
hlg ρUm
; Pr = ν
α
}
(2.28)
Le nombre Re repre´sente le nombre de Reynolds, Ca le nombre capillaire, Bi le nombre
de Biot entre l’exte´rieur du capillaire et le liquide. Pr repre´sente le nombre de Prandtl.
Il faut remarquer que le nombre E de´fini ici peut se ramener a` un nombre d’e´vaporation,
comme il est possible d’en voir la de´finition dans Wilson et al. [88] par exemple, en
remplac¸ant la diffe´rence de tempe´rature normalement pre´sente dans son expression par
notre “diffe´rence de tempe´rature” caracte´ristique ϕinR/λ.
Le mode`le de la phase liquide que nous nous proposons de re´soudre est donc de la
forme :
Equations de conservation :
∂xU +
1
r
∂r(r V ) = 0 (2.29a)
Re (U∂xU + V ∂rU) = − 1
Ca
∂xP + ∂x2U +
1
r
∂r (r ∂rU) (2.29b)
Re (U∂xV + V ∂rV ) = − 1
Ca
∂rP + ∂x2V +
1
r
∂r (r ∂rV ) (2.29c)
Re Pr (U∂xT + V ∂rT ) = ∂x2T +
1
r
∂r (r ∂rT ) (2.29d)
Conditions a` la paroi :
U(1, x) = −1 ; V (1, x) = 0 (2.30a)
−∂rT |r=1 +1 = Bi T (1, x) (2.30b)
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Conditions a` l’interface, r = h(x) :
Bilan de contraintes normales :
Φ + 1 +
2Ca
1 + dxh2
(
dxh
2 ∂xU − dxh(∂xV + ∂rU) + ∂rV
)
=
1
h(1 + dxh2)1/2
− dx2h
(1 + dxh2)3/2
+ Re Ca Γlg
2
(
1
ρ
− 1) (2.31a)
Bilan de contraintes tangentielles :(
2dxh(∂xU − ∂rV ) + (dxh2 − 1)(∂xV − ∂rU)
)
= 0 (2.31b)
Bilan d’e´nergie :
−(dxh ∂xT − ∂rT ) = (1 + dxh2)1/2 Γlg (2.32)
Bilan de masse :
Γ(x) =
∫ 1
h(x)
U(r, x) r dr (2.33a)
−dxΓ(x) = E h(x) Γlg(x) (2.33b)
Loi constitutive d’e´vaporation :
K∗ Γlg(x) = T (h(x), x)− T ∗sat (2.34)
Cette dernie`re e´quation est l’adimensionnement de l’e´quation de Hertz-Knudsen, pre´sen-
te´e dans l’annexe A et rappele´e par (2.25). La re´sistance thermique d’interface K lie´e au
saut de tempe´rature (cf. section A.3) et la tempe´rature vapeur adimensionne´e T ∗sat sont
de´finies comme suit :
K∗ =
λ
Rhlg
Kdim ; Tsat − Text = ϕinR
λ
T ∗sat
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2.5 Conclusion
Apre`s avoir de´fini la mode´lisation globale de la phase liquide entourant une bulle de
vapeur, il faut a` pre´sent adapter ce mode`le aux diffe´rentes re´gions et configurations d’un
tel syste`me en mouvement. La mode´lisation d’un me´nisque et d’un film de liquide, par
exemple, ne peut pas eˆtre identique, car les me´canismes pre´ponde´rants ne sont pas les
meˆmes selon la re´gion conside´re´e. De meˆme, la mode´lisation d’un me´nisque remouillant
une paroi asse´che´e ou un film de liquide n’est pas identique.
Dans le chapitre suivant sont donc e´labore´s, a` partir du mode`le global pre´sente´ ci-
dessus, diffe´rents mode`les adapte´s aux diffe´rentes re´gions autour de la bulle. Il y est aussi
e´voque´ le de´roulement que suivra la re´solution, qui sera spe´cifique a` chaque mode`le.
Enfin, ces diffe´rents mode`les doivent malgre´ tout eˆtre relie´s entre eux pour de´finir une
bulle comple`te et son environnement. Des ge´ne´ralite´s sur les me´thodes de raccordement
seront donc e´voque´es a` la fin du chapitre 3.
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De´marche et me´thode de re´solution
3.1 Structuration de la re´solution
3.1.1 Principes de base
Le mode`le global de la phase liquide de´limitant une bulle en translation uniforme
chauffe´e par une densite´ de flux de chaleur constante a e´te´ mis en place dans le chapitre
pre´ce´dent. Ce mode`le a besoin de trois parame`tres en entre´e : la vitesse de la bulle, Um,
l’importance du chargement thermique, ϕin, et la tempe´rature de saturation dans la bulle,
Tsat.
De ce mode`le global sont tire´s quatre mode`les particuliers, qui mode´lisent la physique
de l’e´coulement du liquide et de sa thermique a` des longueurs caracte´ristiques diffe´rentes.
• Le mode`le du me´nisque. Les longueurs caracte´ristiques axiale et radiale de ce mod-
e`le sont toutes les deux de´finies comme le rayon R du capillaire. Ce mode`le posse`de
donc la meˆme forme que le mode`le global. Suivant que le me´nisque avance ou recule,
les conditions aux limites du mode`le changent.
• Le mode`le du film de liquide. Ce film de liquide de´pose´ par un me´nisque reculant
posse`de une longueur caracte´ristique radiale tre`s petite par rapport a` sa longueur
caracte´ristique axiale, ce qui entraine la pre´ponde´rance des effets visqueux sur les
forces capillaires.
• La transition entre un me´nisque et un film de liquide. Il est indispensable de pren-
dre en compte une re´gion interme´diaire entre un me´nisque et un film de liquide,
dans laquelle capillarite´ et viscosite´ sont conside´re´es. Les longueurs caracte´ristiques
de ce mode`le sont donc de´finies a` partir des e´quations de la lubrification. De meˆme
que pour le mode`le du me´nisque, suivant que la transition conside´re´e se fasse entre
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le film de liquide et le me´nisque avant d’une part, ou le me´nisque arrie`re d’autre
part, les conditions aux limites conside´re´es diffe`rent.
• La transition entre un me´nisque et un film adsorbe´. Enfin, dans le cas de l’asse`che-
ment de la paroi duˆ au chargement thermique, le me´nisque arrie`re remouille un film
adsorbe´. Dans ce mode`le de transition, la pression de disjonction est prise en compte
dans le bilan des contraintes normales a` l’interface. Ces longueurs caracte´ristiques
sont cependant de´finies elles-aussi a` partir des e´quations de la lubrification. Ce
mode`le en particulier ne sera pas aborde´ dans le pre´sent chapitre, mais seulement
dans la deuxie`me partie du chapitre 6 consacre´ au me´nisque arrie`re d’une bulle.
Les re´gions de la bulle dans lesquelles sont re´solues ces diffe´rents mode`les sont repre´sen-
te´es dans la figure 3.1. Le mode`le du me´nisque est re´solu dans les re´gions nume´rote´es 1
et 5. Le mode`le de transition entre un me´nisque et un film de liquide est re´solu dans les
re´gions 2 et 4. Enfin, le mode`le du film de liquide est re´solu dans la re´gion 3
Ces diffe´rents mode`les peuvent eˆtre re´solus inde´pendamment, ce qui permet d’e´crire
pour chaque re´gion une e´quation portant sur la position h(x) de l’interface liquide-vapeur.
Cette e´quation est appele´e e´quation d’interface. A` partir de ce parame`tre d’interface
peuvent eˆtre de´finies toutes les autres inconnues du mode`le, comme les champs de vitesse,
de pression et de tempe´rature, ainsi que la densite´ de flux de masse e´vapore´e.
Cependant, leur re´solution fait intervenir plusieurs constantes d’inte´gration comme le
rayon des me´nisques ou la hauteur initiale du film de liquide de´pose´, entre autres. Ces
constantes d’inte´gration sont de´termine´es en raccordant ces diffe´rentes re´gions entre elles,
par des conditions impose´es sur la fonction h(x) a` leur jonction, selon des proce´dures
de´taille´es a` la fin de ce chapitre.
3.1.2 Diffe´rentes longueurs caracte´ristiques
De´finissons a` pre´sent les diffe´rentes longueurs caracte´ristiques ne´cessaires aux mode`les
du film de liquide et de transition.
Dans le film de´pose´ par le me´nisque avant, c’est la viscosite´ qui prime devant la cap-
illarite´, la hauteur de liquide devenant faible devant le rayon du tube capillaire, ainsi que
sa variation axiale. Mais conside´rer se´pare´ment une partie de la bulle ou` la capillarite´
est le terme pre´ponde´rant, et une autre ou` les effets visqueux sont importants n’est pas
suffisant. Il y a obligatoirement, entre les deux, une re´gion, appele´e zone de transition,
ou` capillarite´ et viscosite´ ont toutes les deux un effet d’e´gale importance.
Les longueurs caracte´ristiques de cette zone de transition sont de´termine´es a` partir
des hypothe`ses de lubrification, pre´sente´es au chapitre 1 (section 1.4.1). Nous avons vu
que ces hypothe`ses simplifient les e´quations de conservation de la quantite´ de mouvement
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δδ′
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Figure 3.1: De´coupage d’une bulle de Taylor en cinq re´gions de re´solution : me´nisque
avant, transition avant, film mince, transition arrie`re et me´nisque arrie`re respectivement.
pour ge´ne´rer le mode`le rappele´ ci-dessous :
− 1
Ca
∂xP + ∂r2U = 0 (3.1a)
∂rP = 0 (3.1b)
En ce qui concerne la projection normale du bilan des contraintes a` l’interface liquide-
vapeur, les faibles niveaux de vitesse proche de la paroi solide autorisent a` ne´gliger la
contribution du de´viateur du tenseur des contraintes hydrodynamiques, en comparaison
de la courbure de cette interface. Le bilan des contraintes normales se simplifie donc
comme suit :
Φ + 1 = 1− dx2h (3.2)
Le saut de pression Φ et la vitesse axiale U sont toujours de meˆme ordre de grandeur
que dans la zone du me´nisque, c’est-a`-dire Φ = O(1) et U = O(1). Par ailleurs, il est
rappele´ que la longueur caracte´ristique axiale est note´e L, et la longueur caracte´ristique
radiale est note´e δ.
L’e´quation (3.1b) permet de remplacer ∂xP par ∂xΦ dans (3.1a). Dans ces conditions,
une analyse d’ordre de grandeur des e´quations (3.1a) et (3.2) donne :
δ2
L
≈ O(Ca) ; δ
L2
≈ O(1) (3.3)
Le nombre capillaire reste faible devant 1 pour les vitesses conside´re´es (≈ 10−3 pour
de l’eau, ≈ 10−2 pour de l’ethanol). Il est indispensable que les longueurs caracte´ristiques
axiales et radiales a` adopter dans le mode`le de transition satisfassent les deux relations
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pre´ce´dentes, pour que les forces visqueuses et capillaires soient effectivement a` l’e´quilibre
dans cette re´gion. Les ordres de grandeur suivant sont donc obtenus :
δ
R
≈ O(Ca2/3) ; L
R
≈ O(Ca1/3) (3.4)
Pour ce qui est des longueurs caracte´ristiques dans le film mince, ou` uniquement la
viscosite´ est pre´ponde´rante, la hauteur du film est elle aussi de l’ordre de Ca2/3, au moins
au de´but du film. L’ordre de grandeur de la longueur carate´ristique axiale est quant a` lui
de 1, puisqu’une bulle de Taylor peut avoir des dimensions importantes (c’est-a`-dire au
moins des dimensions millime´triques).
3.2 Les mode`les du film de liquide et de transition
Par convention, chaque re´gion est associe´e a` un repe`re local indexe´ par le nume´ro de
la re´gion. Les diffe´rentes grandeurs physiques sont indexe´es de la meˆme manie`re.
Les mode`les des me´nisques avant et arrie`re sont identiques au mode`le global, seuls les
repe`res dans lesquels ils sont exprime´s changent. De meˆme, les mode`les associe´s au film de
liquide et a` la transition de celui-ci avec le me´nisque avant sont exprime´s dans un repe`re
local, situe´ a` la paroi, a` l’endroit ou` ce film de liquide est initialement de´pose´. Cependant,
s’ils sont situe´s au meˆme endroit, ils n’auront pas les meˆmes longueurs caracte´ristiques,
comme nous l’avons vu pre´ce´demment. Enfin, le repe`re dans lequel est exprime´ le mode`le
associe´ a` la zone de transition entre le film et le me´nisque arrie`re est situe´ lui aussi a` la
paroi, mais a` la fin du film de liquide, c’est-a`-dire a` une longueur Lf du de´but du film,
dans le cas ou` un asse`chement de ce film n’est pas conside´re´.
Ces repe`res sont donc de´finis comme suit :
r2 = (1− r1)Ca−2/3 ; x2 = (x1 + l0)Ca−1/3
r3 = (1− r1)Ca−2/3 ; x3 = x1 + l0
r5 = r1 ; x5 = x1 + (l0 + Lf + l1)
r4 = (1− r5)Ca−2/3 ; x4 = (x5 − l1)Ca−1/3

(3.5)
Les diffe´rentes distances utilise´es ici sont reporte´es sur la figure 3.1. On se donne
initialement la longueur de la bulle, et par voie de conse´quence la valeur de la longueur Lf .
En revanche, les longueurs l0, l1 et L1 seront de´termine´es en meˆme temps que les constantes
d’inte´gration, par raccordement entre les diffe´rentes re´gions. Toutes ces longueurs sont
positives.
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Ces changements des longueurs caracte´ristiques d’un repe`re a` l’autre engendrent des
changements pour certaines grandeurs caracte´ristiques, comme par exemple le champ de
tempe´rature ou le flux de masse. La conservation de la masse (2.29a) impose quant a`
elle un changement de vitesse caracte´ristique. Puisque la vitesse axiale U reste de l’ordre
de l’unite´ a` cause de la condition a` la paroi, c’est la vitesse caracte´ristique associe´e a` la
composante radiale V qui doit changer. On de´finit ainsi les nouvelles grandeurs :
V3 = − V1
Ca2/3
; h3 =
1− h1
Ca2/3
; T3 =
T1
Ca2/3
; Γ3 =
Γ1
Ca2/3
(3.6)
Vi = − V1
Ca1/3
; hi =
1− h1
Ca2/3
; Ti =
T1
Ca2/3
; Γi =
Γ1
Ca2/3
(3.7)
avec i = 2 ou 4 selon que les grandeurs soient exprime´es pour la transition avant ou arrie`re,
respectivement. Les grandeurs non redimensionne´es ici posse`dent les meˆmes ordres de
grandeur que dans le mode`le du me´nisque.
3.2.1 Mode`le du film de liquide
De nouveaux nombres adimensionne´s sont de´finis dans la re´gion du film pour prendre
en compte les variations de longueur caracte´ristique du proble`me :
Ef = E Ca
−2/3 ; K = K∗Ca−2/3 ; Bim = Bi Ca
2/3 (3.8)
Partant de l’e´quation de conservation de la masse du mode`le global, exprime´e dans le
repe`re (O1,r1,x1), et rappele´e ici :
∂x1U1 +
1
r1
∂r1(r1 V1) = 0 (3.9)
le changement de repe`re (3.5) est utilise´ pour exprimer cette e´quation sous une forme
adapte´e a` la re´gion du film de liquide :
∂x3U1 +
1
Ca2/3
(
1− Ca2/3 r3
)∂r3((1− Ca2/3 r3) V1) = 0 (3.10)
Enfin, les diffe´rentes grandeurs de cette e´quation doivent elles-aussi eˆtre e´crites de
manie`re adapte´e au mode`le du film de liquide graˆce aux de´finitions (3.6), ce qui permet
d’e´crire la conservation de la masse dimensionne´e au film de liquide comme suit :
∂x3U3 +
1
1− Ca2/3 r3
∂r3((1− Ca2/3 r3) V3) = 0 (3.11)
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Par la suite, les indices de re´gions applique´s aux longueurs r et x seront omis pour
gagner en clarte´, les autres grandeurs indice´es permettant de savoir dans quel repe`re est
exprime´e l’e´quation conside´re´e.
Le meˆme changement de repe`re, ainsi que le changement de l’expression des diffe´rentes
grandeurs du mode`le, est utilise´ pour l’ensemble des e´quations du mode`le global, ce qui
permet d’obtenir le mode`le particulier suivant, adapte´ a` la mode´lisation d’un film de
liquide de´pose´ sur la paroi d’un capillaire :
Equations de conservation :
Re Ca4/3 (U3∂xU3 + V3∂rU3) =
− Ca1/3 ∂xP3 + Ca4/3 ∂x2U3 + 1
1− Ca2/3 r∂r
(
(1− Ca2/3 r) ∂rU3
)
(3.12a)
Re Ca7/3 (U3∂xV3 + V3∂rV3) =
− ∂rP3 + Ca7/3 ∂x2V3 + Ca
1− Ca2/3 r∂r
(
(1− Ca2/3 r) ∂rV3
)
(3.12b)
Re Pr Ca4/3(U3∂xT3+V3∂rT3) = Ca
4/3 ∂x2T3+
1
1− Ca2/3 r∂r
(
(1− Ca2/3 r) ∂rT3
)
(3.12c)
Conditions a` la paroi :
U3(0, x) = −1 ; V3(0, x) = 0 (3.13a)
∂rT3 |r=0 +1 = Bim T3(1, x) (3.13b)
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Conditions a` l’interface, r = h3(x) :
De la meˆme manie`re, apre`s transformation, les bilans de contraintes normale et tan-
gentielle a` l’interface, ainsi que le bilan d’e´nergie a` cette interface, s’e´crivent :
Φ3 + 1 +
2Ca
1 + Ca4/3 dxh23
(
Ca4/3 dxh
2
3 ∂xU3 − dxh3(Ca4/3 ∂xV3 + ∂rU3) + ∂rV3
)
=
1
(1− Ca2/3 h3)(1 + Ca4/3 dxh23)1/2
+
Ca2/3 dx2h3
(1 + Ca4/3 dxh23)
3/2
+ Re Ca (Γlg3)
2 (
1
ρ
− 1)
(3.14a)
2Ca4/3 dxh3(∂xU3 − ∂rV3) + (Ca4/3 dxh23 − 1)(Ca4/3 ∂xV3 − ∂rU3) = 0 (3.14b)
Ca4/3 dxh3 ∂xT3 − ∂rT3 = (1 + Ca4/3 dxh23)1/2 Γlg3 (3.14c)
Bilan de masse :
Γ3(x) =
∫ h3(x)
0
U3(r, x) (1− Ca2/3 r) dr (3.15a)
−dxΓ3(x) = Ef (1− Ca2/3 h3(x)) Γlg3(x) (3.15b)
Loi constitutive d’e´vaporation :
K Γlg3(x) = T3(h(x), x)− T ∗sat,3 (3.16)
3.2.2 Re´gion de transition
Dans cette partie, i peut eˆtre remplace´ par 2 ou 4 suivant la position du mode`le de
transition conside´re´, a` l’avant ou a` l’arrie`re du film de liquide. De nouveaux nombres
adimensionne´s sont la` encore de´finis :
Etr = E Ca
−1/3 ; K = K∗ Ca−2/3 ; Bim = Bi Ca
2/3 (3.17)
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Par une de´marche similaire de changement de repe`re entre (O1,r1,x1) et (O2,r2,x2)
ou (O4,r4,x4), l’ensemble des e´quations de conservation et des conditions aux limites du
mode`le global est re´e´crit de manie`re adapte´e a` la mode´lisation des re´gions de transition.
Equations de conservation :
∂xUi +
1
1− Ca2/3 r∂r((1− Ca
2/3 r) Vi) = 0 (3.18a)
Re Ca (Ui∂xUi + Vi∂rUi) =
− ∂xPi + Ca2/3 ∂x2Ui + 1
1− Ca2/3 r∂r
(
(1− Ca2/3 r) ∂rUi
)
(3.18b)
Re Ca5/3 (Ui∂xVi + Vi∂rVi) =
− ∂rPi + Ca4/3∂x2Vi + Ca
2/3
1− Ca2/3 r∂r
(
(1− Ca2/3 r) ∂rVi
)
(3.18c)
Re Pr Ca (Ui∂xTi + Vi∂rTi) = Ca
2/3 ∂x2Ti +
1
1− Ca2/3 r∂r
(
(1− Ca2/3 r) ∂rTi
)
(3.18d)
Conditions a` la paroi :
Ui(0, x) = −1 ; Vi(0, x) = 0 (3.19a)
∂rTi |0 +1 = Bim Ti(0, x) (3.19b)
Conditions a` l’interface, r = hi(x) :
On conside´re ici la configuration ou` la re´gion de transition ne se raccorde pas avec un
film adsorbe´, mais avec un film de liquide microme`trique. La bulle est donc conside´re´e
assez petite pour que la paroi ne s’asse`che pas.
Φi + 1 +
2Ca2/3
1 + Ca2/3 dxh2i
(
Ca2/3 dxh
2
i ∂xUi − dxhi(Ca2/3 ∂xVi − ∂rUi) + ∂rVi
)
=
1
(1− Ca2/3 hi)(1 + Ca2/3 dxh2i )1/2
+
dx2hi
(1 + Ca2/3 dxh2i )
3/2
+ Re Ca (Γlgi)
2 (
1
ρ
− 1)
(3.20a)
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2Ca2/3 dxhi(∂xUi − ∂rVi) + (Ca2/3 dxh2i − 1)(Ca2/3 ∂xVi − ∂rUi) = 0 (3.20b)
Ca2/3 dxhi ∂xTi − ∂rTi = (1 + Ca2/3 dxh2i )1/2 Γlgi (3.20c)
Bilan de masse :
Γi(x) =
∫ hi(x)
0
Ui(r, x) (1− Ca2/3 r) dr (3.21a)
−dxΓi(x) = Etr (1− Ca2/3 hi(x)) Γlgi(x) (3.21b)
Loi constitutive d’e´vaporation :
K Γlgi(x) = Ti(h(x), x)− T ∗sat,i (3.22)
3.3 Me´thode de re´solution
La me´thode de re´solution pre´sente´e ici s’appuie sur un de´veloppement en se´rie de
Taylor classique, associe´ a` une me´thode de perturbation du domaine pour prendre en
compte la frontie`re libre du domaine de re´solution constitue´e par l’interface liquide-vapeur.
3.3.1 De´veloppement en se´rie de Taylor
En l’e´tat, les mode`les pre´sente´s dans les sections 2.4.2 et 3.2 ne sont pas solubles par
une approche directe. Tous les mode`les pre´sente´s pre´ce´demment s’expriment avec des
puissances un tiers du nombre capillaire Ca ainsi qu’avec le nombre de Reynolds Re. Les
solutions du mode`le peuvent donc eˆtre exprime´es par un de´veloppement en se´rie de Taylor
fonction de Ca1/3 et Re , conside´re´s comme des parame`tres de perturbations.
Les fonctions solutions a` de´terminer sont les suivantes :
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U : Composante axiale de la vitesse. Fonction de x et r.
V : Composante radiale de la vitesse. Fonction de x et r.
T : Tempe´rature de la phase liquide. Fonction de x et r.
P : Pression dans la phase liquide. Fonction de x et r.
h : Hauteur de liquide. Fonction de x uniquement.
Γ : Densite´ de flux de masse liquide. Fonction de x uniquement.
Γlg : Densite´ de flux de masse e´vapore´e. Fonction de x uniquement.
Φ : Saut de pression a` l’interface. Fonction de x uniquement.
δ : Hauteur de liquide au de´but du film mince. Inde´pendant de x et de r.
δ′ : Hauteur de liquide a` la fin du film mince. Inde´pendant de x et de r.
Chacune de ces variables, note´e ge´ne´riquement Z, est alors exprime´e par la relation :
Z(r, x) =
∞∑
i,j=0
1
i!j!
Ca
i
3 Rej Z [ij](r, x) (3.23)
avec Z [ij](r, x) =
diZ
d
(
Ca
1
3
)i
∣∣∣∣∣∣∣
Ca=0
× d
jZ
dRej
∣∣∣∣
Re=0
(3.24)
En faisant tendre Ca et Re vers 0 dans les e´quations des mode`les particuliers, ceux-ci
ne s’expriment alors qu’en fonction des variables Z [00], c’est-a`-dire des variables exprime´es
a` l’ordre 0 en Ca1/3 et Re, appele´ aussi ordre principal. Ces mode`les simplifie´s deviennent
alors solubles, car seuls les termes non fonction de Ca1/3 ou Re dans les mode`les complets
sont pris en compte a` l’ordre principal. Par exemple, dans le mode`le de transition entre le
me´nisque et le film de liquide, l’ordre principal est e´quivalent a` celui de´rive´ des hypothe`ses
de lubrification, avec une composante anisotherme.
Cependant, quand bien meˆme le nombre capillaire est petit devant un, l’ordre principal
n’est pas suffisant pour rendre compte de la physique entrant en jeu dans une bulle
chauffe´e. Certains effets physiques qui font parties des mode`les mis en place, comme par
exemple la partie advective des e´quations de bilan, ou la variation de pression dans le film
de liquide due a` son e´vaporation, ne peuvent eˆtre e´tudie´s a` l’ordre principal.
Il faut donc garnir progressivement les mode`les simplifie´s, en conside´rant des termes
d’ordre supe´rieur du de´veloppement en se´rie de Taylor. Ceux-ci sont obtenus par de´ri-
vations successives suivant (3.24). La connaissance de Z [00] autorise l’acce`s aux ordres
supe´rieurs et rend ainsi soluble le mode`le enrichi.
On pourra alors, en re´solvant les mode`les a` des ordres supe´rieurs, mieux appre´cier
l’importance de phe´nome`nes physiques trop souvent juge´s secondaires, voir ne´gligeables.
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3.3.2 La me´thode de perturbation du domaine
Une difficulte´ reste a` lever avant de pouvoir commencer la re´solution des diffe´rents
proble`mes. Une des limites du domaine de re´solution, l’interface liquide-vapeur parame´tre´e
par h, est une inconnue du proble`me. En fait, c’est en fonction de h que seront explicite´es
toutes les autres grandeurs, la re´solution d’un ordre de calcul se re´duisant a` la re´solution
d’une e´quation diffe´rentielle ordinaire portant sur la forme de l’interface liquide-vapeur.
La grandeur h(x) va donc varier au fur et a` mesure que seront ajoute´s les ordres supple´-
mentaires, fonction de Ca1/3 ou Re. Il est indispensable, pour les ordres supe´rieurs, de
ramener le domaine de re´solution, allant du mur a` h(x), a` un domaine de´ja` connu allant
du mur a` h[00]. Ce changement d’espace de re´solution s’effectue a` l’aide d’une fonction de
transformation, au prix de l’ajout d’un terme supple´mentaire aux e´quations de´finies sur
l’interface perturbe´e, fonction de variables d’ordres infe´rieurs de´ja` connues.
Il est a` noter que la me´thode de perturbation du domaine revient a` une syste´matisation
du de´veloppement de Taylor (3.23) applique´ au voisinage de l’ordre principal h[00] de la
forme de l’interface. Sans cette syste´matisation, la me´thode deviendrait d’une difficulte´
e´norme aux ordres supe´rieurs.
La the´orie de ces transformations, permettant de prendre en compte la variation spa-
tiale du domaine de re´solution, a e´te´ initie´e par Hadamard [31] en 1908, et de´veloppe´e en
particulier par Garabedian et Schiffer [22], ainsi que par Joseph [38, 39]. Elle est explique´e
et synthe´tise´e dans Benselama et al. [8] et ce qui suit en est largement inspire´.
Tout d’abord, la fonction de transformation ne s’applique que dans la direction radiale,
puisque le parame`tre d’interface est de´fini radialement. Cette transformation, note´e Yi,j
par la suite, associe a` chaque valeur de r0 comprise entre 0 et h
[00] une valeur r comprise
entre 0 et h(x).
Yi,j : Ω0,0 → Ωi,j
r0 7→ r (3.25)
Les indices i et j se re´fe`rent a` l’ordre de de´veloppement voulu en Ca1/3 et Re, respec-
tivement. Bien suˆr,
Y0,0(r0) = r0 (3.26)
et il est indispensable que les limites du domaine de de´part correspondent aux limites du
domaine d’arrive´e :
Yi,j(0) = 0 ; Yi,j(h
[00](x)) = h(x) (3.27)
A` partir de cette fonction de transformation, il est possible de de´finir la de´rive´e totale
d’une grandeur a` n’importe quel ordre de de´veloppement :
dZ
d
(
Ca1/3
) = ∂ Z
∂
(
Ca1/3
) +WCa · ∇Z (3.28a)
dZ
dRe
=
∂ Z
∂ Re
+WRe · ∇Z (3.28b)
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Ou`WCa etWRe sont les fonctions“taux de de´formation”de la transformation, de´pen-
dant des parame`tres de perturbation Ca1/3 et Re, respectivement. Ces taux de de´forma-
tions sont de´finis uniquement axialement. Les de´rive´es totales sont donc de la forme :
dZ
d
(
Ca1/3
) = ∂ Z
∂
(
Ca1/3
) + d Yi,j
d
(
Ca1/3
) ∂rZ (3.29a)
dZ
dRe
=
∂ Z
∂ Re
+
d Yi,j
dRe
∂rZ (3.29b)
Une transformation Yi,j satisfaisant les conditions (3.26) et (3.27) peut-eˆtre par exem-
ple :
Yi,j(r0) =
h(x)
h[00]
r0 =
∞∑
i,j=0
1
i!j!
Ca
i
3 Rej r0
h[ij](x)
h[00]
(3.30)
L’e´norme avantage de cette transformation est de ne pas modifier dans notre mode`le
les e´quations de bilan dans la phase liquide, ni les conditions a` la paroi du capillaire.
Seules les e´quations s’appliquant a` l’interface liquide-vapeur se trouveront modifie´es par
cette transformation.
Un exemple vaut mieux que mille discours ; conside´rons donc l’e´quation (2.34), qui est
rappele´e ici.
K Γlg(x) = T (h(x), x)− Tv (3.31)
Tv est suppose´e constante, Γ
lg et T (h, x) sont toutes les deux de´veloppe´es suivant la
de´finition (3.23), c’est-a`-dire :
K
∞∑
i,j=0
1
i!j!
Ca
i
3 Rej Γlg
[ij]
(x) =
∞∑
i,j=0
1
i!j!
Ca
i
3 Rej T [ij](h(x), x)− Tv (3.32)
La hauteur h(x) est elle aussi un de´veloppement de Taylor fonction de Ca1/3 et Re.
E´crire l’ordre [00] revient a` prendre Ca = Re = 0, il ne reste donc que
K Γlg
[00]
(x) = T [00](h[00], x)− Tv (3.33)
Ceci reste simple, et servira a` la re´solution du proble`me a` l’ordre principal. Pour e´crire
cette e´quation a` l’ordre [10], c’est-a`-dire au premier ordre en Ca1/3, il faut lui appliquer
une ope´ration de de´rive´e totale suivant Ca1/3, puis faire tendre Ca et Re vers ze´ro. Dans
ces conditions tous les termes des sommes infinies pour i > 1 et j > 1 seront nuls, et
(3.32) devient alors :
K
(
Γlg
[00]
(x) + Ca1/3 Γlg
[10]
(x)
)
=
(
T [00](r, x) + Ca1/3 T [10](r, x)
)− Tv (3.34)
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Ici, puisque l’ope´ration Y1,0 transforme h en h
[00], l’e´quation 3.34 est exprime´e pour
r = h[00]. De´rivant selon Ca1/3 en utilisant la formule (3.29a), les de´rive´es partielles des
grandeurs Γlg
[00]
, T [00], etc., sont nulles, et il reste :
K
(
d h
d
(
Ca1/3
) ∂r Γlg [00](x) + Γlg [10] + Ca1/3 d h
d
(
Ca1/3
) ∂r Γlg [10](x)
)
=
(
d h
d
(
Ca1/3
) ∂r T [00](r, x) + T [10](r, x) + Ca1/3 d h
d
(
Ca1/3
) ∂r T [00](r, x)
)
(3.35)
Faisant tendre Ca vers ze´ro, et remarquant que Γlg ne de´pend que de la direction
axiale, on obtient :
K Γlg
[10]
=
(
h[10] ∂r T
[00](r, x) + T [10](r, x)
)
(3.36)
Il est remarquable que l’expression de la loi constitutive d’e´vaporation au premier ordre
en Ca1/3 ne soit pas plus complique´e que celui de l’ordre principal. En fait, T [00] est de´ja`
connue et n’ajoute qu’un terme d’inhomoge´ne´ite´ dans l’e´quation diffe´rentielle d’interface.
Une fois l’ordre [10] re´solu, l’ordre [20] de la loi (3.31) est exprime´ ainsi :
K Γlg
[20]
=
(
h[10]
2
∂r2 T
[00](r, x) + h[20] ∂r T
[00] + 2 h[10] ∂r T
[10](r, x) + T [20](r, x)
)
(3.37)
Ceci montre que lors de la monte´e en ordre, la taille des e´quations devient rapidem-
ment tre`s importante, compliquant d’autant l’aspect de l’e´quation d’interface a` re´soudre.
Heureusement, la difficulte´ the´orique de la re´solution n’en est pas augmente´e, seulement
la complexite´ des calculs, et certains logiciels de calcul formel sont conseille´s pour ce genre
d’exercice.
3.4 Ge´ne´ralite´s sur la proce´dure de re´solution
Il n’est pre´sente´ ici que le de´roulement de la re´solution des mode`les dans le cas ou` le
film de liquide ne s’asse`che pas, en vue d’obtenir une e´quation d’interface liquide-vapeur
re´gissant sa position a` n’importe quel niveau de correction et pour tout jeu de parame`tres
(ϕin, Um, Tsat et fluide de travail).
3.4.1 Proble`me associe´ aux me´nisques
Les e´quations de Navier-Stokes (2.29), e´crites pour des longueurs caracte´ristiques capil-
laires, indiquent que le champ de pression est constant pour les ordres de perturbation
infe´rieurs a` 3 en Ca1/3, et ce quel que soit l’ordre de perturbation en Re. Puisque la
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pression dans la phase vapeur est suppose´e constante elle aussi, les sauts Φ
[ij]
1 et Φ
[ij]
5 sont
constants, pour i infe´rieur ou e´gal a` 2, et quel que soit j.
De plus, la contribution du de´viateur du tenseur des contraintes hydrodynamiques
n’intervient dans le bilan des contraintes normales a` l’interface liquide-vapeur qu’a` partir
du troisie`me ordre en Ca1/3 lui aussi. L’e´quation (2.31a) a` l’ordre principal s’e´crit donc
en fonction du saut de pression Φ[00], constant, et de la courbure de l’interface.
Φ
[00]
1 + 1 =
1
h
[00]
1
(
1 + dxh
[00]
1
2
)1/2 − dx2h[00]1(
1 + dxh
[00]
1
2
)3/2 = Constante (3.38)
Pour des ordres de perturbation infe´rieurs ou e´gaux a` 2 en Ca1/3 et quelconque en Re,
les e´quations d’interface des me´nisques avant et arrie`re sont donc donne´es directement
par l’e´quation (2.31a) e´crite a` l’ordre voulu, les constantes Φ
[ij]
1 et Φ
[ij]
5 permettant un
raccordement avec les re´gions de transition. En revanche, aucune information ne peut
eˆtre obtenue sur le champ de vitesse dans les bouchons de liquide a` l’avant ou a` l’arrie`re
de la bulle a` ces niveaux de perturbation. Les inconnues U
[00]
1 et V
[00]
1 ne sont accessibles
qu’au troisie`me ordre de perturbation en Ca1/3.
La partie thermique du mode`le associe´ aux me´nisques est quant a` elle de´couple´e de
la partie dynamique. Seule le transfert diffusif dans la phase liquide peut eˆtre de´termine´
avant l’ordre 3 en Ca1/3, puisque le champ de vitesse, sur lequel est base´ l’e´valuation
du transfert advectif, est encore inconnu. C’est donc un pan important de la physique
anisotherme d’un me´nisque en de´placement qui est laisse´ de coˆte´ aux premiers ordres de
re´solution.
3.4.2 Re´gion du film et re´gions de transition
Dans les mode`les de film et de transition, les ordres supe´rieurs auront la meˆme forme
que l’ordre principal, la seule diffe´rence provenant de termes d’inhomoge´ne´ite´s fonctions
des ordres infe´rieurs de´ja` connus. Ceci a pour conse´quence de pouvoir ge´ne´raliser a`
n’importe quel ordre de perturbation la proce´dure de re´solution pour obtenir l’e´quation
d’interface. A des ordres e´leve´s, l’e´quation d’interface est plus fastidieuse a` e´crire, mais
en aucune fac¸on techniquement plus difficile a` obtenir (et a` re´soudre).
La proce´dure de traitement des proble`mes associe´s aux zones de transition et du film
de liquide est sche´matise´e dans la figure 3.2. La seule inconnue pre´sente dans la projection
radiale de la conservation de la quantite´ de mouvement, e´crite pour ces re´gions a` n’importe
quel ordre de perturbation, est la de´rive´e radiale de la pression. Le bilan des contraintes
normales a` l’interface liquide-vapeur permet donc d’e´crire le champ de pression en fonction
de la hauteur d’interface h[ij] et des ordres infe´rieurs de celle-ci.
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P(h)
U(h)
T(Γlg)
V(h)
Γlg(h)
EQUATION D’INTERFACE : h(x)
Conservation axiale
de quantite´ de mouvement
Conservation radiale
de quantite´ de mouvement
Conservation
de l’e´nergie
Conservation
de la masse
Densite´ de flux
de chaleur impose´
a` la paroi
Bilan de flux
de chaleur
a` l’interface
Contraintes
normales
a` l’interface
Contraintes
tangentielles
a` l’interface
Non-glissement
a` la paroi
Loi d’e´vaporation
de Hertz-Knudsen
Bilan de flux de masse
dans la phase liquide
PROBLE`ME THERMIQUE PROBLE`ME DYNAMIQUE
Figure 3.2: Proce´dure d’obtention de l’e´quation d’interface pour les re´gions du film et de
transition. Noir : e´quations de Navier-Stokes. Bleu : conditions aux limites. Vert : lois
de fermeture. Rouge : inconnues du mode`le.
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De son coˆte´, la projection axiale de la conservation de la quantite´ de mouvement,
simplifie´e a` n’importe quel ordre de perturbation, pre´sente une relation entre le champ
de pression (connu graˆce au paragraphe pre´ce´dent), et la composante axiale du champ
de vitesse, U [ij]. De ce champ de vitesse axiale peuvent eˆtre obtenues, non-seulement la
composante radiale du champ de vitesse graˆce a` l’e´quation de conservation de la masse,
mais aussi la densite´ de flux de masse dans la phase liquide dans les re´gions du film et de
transition.
Le bilan de flux de masse dans le liquide est directement lie´ a` la densite´ de flux de
masse e´vapore´e. Celle-ci est d’autre part exprime´e d’une autre manie`re, par la re´solution
tre`s simple de l’e´quation de conservation de l’e´nergie, couple´e a` la loi d’e´vaporation de
Hertz-Knudsen reliant le champ de tempe´rature a` la densite´ de flux de masse e´vapore´e.
Ces deux expressions sont couple´es pour fournir l’e´quation d’interface portant uniquement
sur la hauteur h[ij], en fonction de laquelle sont exprime´es toutes les autres inconnues des
mode`les.
Les mode`les, simplifie´s pour chaque ordres de perturbation, associe´s aux re´gions du
film et de transition, sont pre´sente´s de manie`re de´taille´e dans l’annexe E.
3.5 Raccordement
Maintenant que sont obtenues et re´solues nume´riquement les e´quations d’interface
des diffe´rentes re´gions du mode`le a` n’importe quel ordre de perturbation, il reste encore
a` relier ces re´gions entre elles. Il faut a` pre´sent de´terminer les longueurs arbitraires
(note´es l0, l1 et L1 dans la figure ??) repre´sentant les distances entre les diffe´rentes re´gions
de re´solution. Ces conditions de raccordement aident aussi a` de´terminer les grandeurs
physiques pour lesquelles il manque certaines conditions aux limites, comme par exemple
le saut de pression dans les deux re´gions de me´nisques.
3.5.1 Entre le me´nisque avant et la transition
L’utilite´ de la re´gion de transition, ou` les forces visqueuses et capillaires sont suppose´es
e´quivalentes, a de´ja` e´te´ e´voque´e. Le saut de pression Φ1, constant a` l’interface liquide-
vapeur dans le me´nisque, ainsi que la distance l0, entre le de´but de la bulle et le de´but du
film de´pose´, sont deux grandeurs qui ne peuvent eˆtre de´finies par la seule re´solution du
mode`le du me´nisque. Une condition de raccordement doit eˆtre de´finie entre h1 et h2, les
hauteurs de liquide dans le me´nisque et la zone de transition, respectivement.
La technique utilise´e pour relier ces deux hauteurs entre elles est un raccordement
asymptotique, c’est-a`-dire que les conditions de continuite´ ne sont pas impose´es unique-
ment en un point, mais sur toute une zone du domaine de de´finition. En effet, a` cause
de la diffe´rence importante entre les longueurs caracte´ristiques des deux re´gions, il n’est
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pas possible de de´finir exactement une abscisse en dec¸a de laquelle le mode`le de transition
s’appliquerait, et au-dela de laquelle le mode`le du me´nisque prendrait effet imme´diate-
ment. En revanche, le raccordement s’effectue ici pour des x2 grands et des x1 prochent
de −l0 :
lim
x2→+∞
(
1− Ca2/3 h2(x2)
)
= lim
x1→−l0
h1(x1) (3.39)
Ce raccordement sera explicite´ dans la section 4.4 en fonction des re´sultats des dif-
fe´rents proble`mes, et permettra de de´terminer non seulement la distance l0 et le saut de
pression Φ1, mais e´galement la hauteur de liquide de´pose´e δ , en particulier.
3.5.2 Entre la transition et le film de liquide
Le raccordement entre le film de liquide pre´sent a` la paroi et les deux re´gions de
transition a` l’avant et a` l’arrie`re, est relativement simple, puisque la longueur de ce film
est un parame`tre initial du proble`me. De plus, il sera montre´ dans le chapitre 4 que le
proble`me du film n’est fonction que d’une seule constante d’inte´gration, δ , de´ja` de´termine´e
par le raccord entre le me´nisque avant et la re´gion de transition. Cependant, la re´solution
du proble`me de transition, avant de pouvoir de´terminer δ , demande d’identifier un certain
nombre de constantes d’inte´gration en x2 = 0, qui peuvent eˆtre fournies par la solution
du film, puisque celle-ci est de´ja` de´finie en x3 = 0. Mais voila` le proble`me : la solution
du film est elle aussi fonction de δ !
La solution est ici de proce´der par ite´ration, en utilisant par exemple la me´thode de
la se´cante. Il faut donc effectuer deux re´solutions du proble`me de transition en utilisant
comme conditions aux limites, en x2 = 0, la solution du film mince avec deux valeurs de δ
arbitraires, puis appliquer la condition de raccordement avec la re´gion du me´nisque. Si la
valeur arbitraire de δ ne satisfait pas la condition de raccordement, il faut recommencer
avec une valeur affine´e de δ , corrige´e par les calculs pre´ce´dents. Si cette me´thode de
de´termination de δ peut paraˆıtre re´dhibitoire, le fait que tous ces calculs soient effectue´s
par un logiciel de calcul formel attenue sensiblement la difficulte´ de la question, puisque
le temps de calcul, pour une machine typique et un seul jeu de parame`tres (Um, ϕin, Tsat),
est infe´rieur a` la seconde.
Dans un cas isotherme, comme pour Bretherton [12], Park & Homsy [63] ou Ratulowski
et Chang [67], le film mince est suppose´ d’e´paisseur constante, il n’est pas besoin d’une
re´solution ite´rative, car l’e´quation d’interface de la zone de transition peut eˆtre rendue
comple´tement inde´pendante de la hauteur δ . Cependant, pour obtenir une solution non-
triviale, il est ne´cessaire de perturber l’interface du film de liquide, en effectuant une e´tude
asymptotique de l’e´quation d’interface proche du film de liquide.
Pour ce qui est du raccord a` l’arrie`re du film de´pose´, quand aucune zone asse´che´e n’est
prise en compte, aucune difficulte´ n’est a` envisager. En effet, puisque δ a e´te´ de´termine´e
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dans la transition avant, le film mince est comple`tement de´fini, et la hauteur δ′ a` la fin
du film est connue directement apre`s la connaissance de δ . Cet e´tat du film a` l’abscisse
x4 = 0 est suffisant pour re´soudre comple`tement le mode`le de la transition arrie`re.
3.5.3 Entre le me´nisque arrie`re et la transition
Le raccordement entre les re´gions 4 et 5 est tre`s similaire a` celui e´tabli entre les re´gions 1
et 2. Seulement, puisque la hauteur de liquide en x5 = l1 est de´ja` connue, le raccordement
asymptotique pre´sente´ pre´ce´demment est surde´termine´. Il est indispensable de de´finir une
nouvelle inconnue pour que les re´gions a` l’arrie`re de la bulle se raccordent correctement
entre elles.
Toutes les e´tudes, expe´rimentales, nume´riques ou the´oriques, a` commencer par Brether-
ton [12], observent un me´nisque arrie`re d’une bulle de Taylor pre´sentant un rayon de
courbure plus important que celui du me´nisque avant. De plus, la re´solution de l’e´quation
d’interface portant sur h4 (section 6.1) va montrer que l’interface, avant d’aller se rac-
corder au me´nisque arrie`re, pre´sente des ondulations dues au passage d’une ge´ome´trique
quasi-cylindrique de l’interface liquide-vapeur dans le film de liquide, a` une ge´ome´trie
quasi-sphe´rique, de rayon de courbure plus grand que le rayon du tube capillaire, dans
le me´nisque arrie`re. Ainsi il est e´vident que la longueur l0 de l’e´quation (3.39) entre les
repe`res indice´s 1 et 2, ne correspond pas a` la longueur l1 entre les repe`res indice´s 4 et 5,
mais bien plutoˆt a` une nouvelle longueur L1, repre´sente´e sur la figure 3.1, parame`trant la
distance axiale the´orique de l’intersection entre le me´nisque arrie`re et le mur.
Le raccordement asymptotique arrie`re est alors de´fini comme suit :
lim
x4→+∞
(
1− Ca2/3 h4(x4)
)
= lim
x5→−L1
h5(x5) (3.40)
Une nouvelle longueur inconnue, L1, est donc introduite, et devra eˆtre de´termine´e par
le raccordement des deux re´gions arrie`res, permettant de prendre en compte une courbure
du me´nisque arrie`re plus grande que le rayon du tube capillaire, et par la meˆme occasion
de ne pas surde´terminer le proble`me global.
3.6 Conclusion
L’ensemble de ce dont nous avons besoin pour analyser la dynamique et la thermique de
la phase liquide entourant une bulle en de´placement est a` pre´sent mis en place. En utilisant
l’expe´rience accumule´e par les chercheurs dans ce domaine, concernant la mode´lisation
d’une bulle comple`te, d’un me´nisque anisotherme ou d’un film de liquide, nous avons
pu mettre en place un mode`le de l’ensemble du syste`me bulle/liquide, dans un contexte
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anisotherme. La seule limite de ce mode`le (mais de taille), est l’absence de prise en compte
de la dynamique de la ligne triple, dans le cas d’un asse`chement de la paroi.
Ce mode`le a e´te´ se´pare´, suivant les longueurs caracte´ristiques du film de liquide, en
plusieurs sous-proble`mes, qui peuvent eˆtre re´solus inde´pendamment. Ces sous-mode`les
ge´ne`rent cependant des constantes d’inte´gration qui sont de´termine´es par les relations de
raccordement entre les diffe´rents mode`les.
Un de´veloppement en se´rie de Taylor, utilisant Ca1/3 et Re comme parame`tres de
perturbation, permet de simplifier les mode`les, ne prenant en compte, dans un premier
temps, que les termes pre´ponde´rants. Les termes de moindre importance peuvent ensuite
eˆtre ajoute´s, aux ordres de perturbation supe´rieurs, ce qui permet d’e´valuer l’importance
de termes ge´ne´ralement laisse´s de coˆte´ dans les mode´lisations, comme par exemple les
effets inertiels.
Dans la deuxie`me partie de ce me´moire sont expose´s les re´sultats qui ont pu eˆtre tire´s
de ce mode`le. Le chapitre 4 pre´sente la re´solution des mode`les simplifie´s de la partie avant
de la bulle, nous permettant d’obtenir une corre´lation originale portant sur la hauteur du
film de liquide de´pose´. Le chapitre 5 pre´sente la monte´e en ordre de ces meˆmes mode`les
de la partie avant de la bulle, permettant d’obtenir des pre´cisions sur les re´sultats du
chapitre 4, ainsi que d’inte´ressantes perspectives.
Le chapitre 6 regroupe les re´sultats des mode`les de la partie arrie`re de la bulle, d’abord
dans le cas d’un me´nisque remouillant un film de liquide d’e´paisseur microme´trique, en-
suite dans le cas d’une paroi asse´che´e, ou` seul persiste un film adsorbe´.
Enfin, le chapitre 7 e´tablit un mode`le thermodynamique transitoire de la bulle vapeur,
et utilise les re´sultats portant sur la phase liquide pour de´finir les caracte´ristiques ther-
modynamiques de l’interface liquide-vapeur.
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Chapitre 4
Me´nisque avant - Ordre principal
Le sche´ma du me´nisque avant d’une bulle est reproduit sur la figure 4.1. L’ensemble est
de´compose´ en trois re´gions, qui posse`dent chacune un repe`re propre pour sa mode´lisation,
ainsi que ses longueurs caracte´ristiques propres. Le repe`re (O1, x1, r1) est place´ au centre
du capillaire et se de´place avec le me´nisque. Le repe`re (O2, x2, r2), commun a` chacune des
re´gions 2 et 3, est place´ contre la paroi, et se de´place e´galement a` la vitesse du me´nisque.
La hauteur du film de liquide, note´e δ , au niveau de ce dernier repe`re, est developpe´e en
se´rie de Taylor en fonction de Ca1/3 et Re, ainsi que les autres inconnues du proble`me (cf.
e´quation 3.23).
Le mode`le de la zone 1 est celui du me´nisque, expose´ dans la section 2.4.2. Les mode`les
des re´gions 2 et 3 sont les mode`les de transition et du film, de´crits dans les sections 3.2.2
et 3.2.1, respectivement. A` l’ordre principal, ou` seuls les termes pre´ponde´rants du mode`le
sont pre´sents, il suffit de faire tendre Ca et Re vers ze´ro, ce qui nous ame`ne a` un saut de
pression constant a` l’interface liquide-vapeur dans le me´nisque. Le mode`le de transition
s’approche quant a` lui d’un mode`le dit de lubrification anisotherme. Enfin, la zone du
film de liquide voit s’e´vaporer un film au repos.
δ
r1
x1
r2
x2ϕin
Ldry
l0
h(x)
R
UmUm
H Text
Vapeur
Liquide
3 2 1
Figure 4.1: Sche´ma d’un me´nisque reculant et de´posant un film de liquide sur la paroi.
Re´gion 1 : me´nisque ; Re´gion 2 : transition ; Re´gion 3 : film mince.
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4.1 Forme du me´nisque
Dans la zone du me´nisque, la partie hydrodynamique des e´quations (2.29) impose
une pression de liquide constante a` l’ordre principal. Aucune information ne peut eˆtre
obtenue pour le champ de vitesse a` ce stade. Vue la forme des e´quations (2.29b) et (2.29c),
les inconnues U
[00]
1 et V
[00]
1 ne pourront eˆtre de´termine´es qu’a` partir du troisie`me ordre
en Ca1/3. Puisque le champ de pression P
[00]
1 est uniforme, le saut de pression a` travers
l’interface liquide-vapeur Φ
[00]
1 = Pv−P [00]1 est lui aussi constant, et le bilan des contraintes
normales a` l’interface liquide-vapeur (2.31a) devient :
Φ
[00]
1 + 1 =
1
h
[00]
1
(
1 + dxh
[00]
1
2
)1/2 − dx2h[00]1(
1 + dxh
[00]
1
2
)3/2 = Constante (4.1)
Ceci constitue simplement l’e´quation d’interface de la zone du me´nisque a` l’ordre de
calcul principal. On applique a` cette e´quation les conditions d’axisyme´trie pour r = 0 :
h
[00]
1 (x1) = 0 et dxh
[00]
1 → −∞ quand x1 = 0
L’e´quation (4.1) est la parame`trisation d’une sphe`re de rayon R1 et de centre (r1 = 0,
x1 = −R1) ayant pour expression :
h
[00]
1 (x1) =
(
R21 −
(
x1 +R
2
1
)2)1/2
avec R1 =
2
Φ
[00]
1 + 1
(4.2)
La valeur du rayon R1 sera de´termine´e a` l’aide du raccordement asymptotique entre
les re´gions du me´nisque et de transition.
4.2 Le film mince
L’ordre principal du mode`le de la zone du film de liquide de´pose´ a` la paroi de´bouche
sur un proble`me dynamique tre`s simple (voir annexe E.2.1). En effet la projection axiale
(3.12a) de l’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement impose une de´rive´e
seconde nulle suivant r de la vitesse axiale U
[00]
3 . En faisant tendre le nombre capillaire
vers ze´ro dans la composante tangentielle des contraintes dynamiques (3.14b), le seul
terme restant impose a` l’interface une de´rive´e nulle suivant r de U
[00]
3 . La condition de
non-glissement au mur (3.13a) implique donc dans le re´fe´rentiel lie´ a` cette zone 3 :
U
[00]
3 = −1 (4.3)
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L’e´quation de conservation de la masse (3.11) ainsi que la condition de non pe´ne´tration
a` la paroi (3.13a) impose de plus ;
V
[00]
3 = 0 (4.4)
Le film de liquide est donc au repos a` l’ordre principal, ce qui finalement est con-
sistant avec l’utilisation du terme film de´pose´ dans la de´finition de cette zone depuis le
commencement de ce me´moire. Puisque ce proble`me dynamique est couple´ a` un prob-
le`me thermique, le flux d’e´vaporation sera uniquement controˆle´ par la conduction dans
le liquide, et l’e´paisseur du film va se re´duire au fur et a` mesure que l’on s’e´loigne du
me´nisque.
Le proble`me thermique, quant a` lui, s’exprime comme suit :
∂r2T
[00]
3 = 0 (4.5)
∂rT
[00]
3 + 1 = Bim T
[00]
3 quand r3 = 0
− ∂rT [00]3 = Γlg [00]3 quand r3 = h[00]3
 (4.6)
La re´solution de ce proble`me donne :
T
[00]
3 = −Γlg [00]3 r +
1
Bim
(
1− Γlg [00]3
)
(4.7)
L’utilisation de la loi de Hertz-Knudsen dimensionne´e dans la zone 3 (3.16) et don-
nant l’expression du flux d’e´vaporation dans le film suivant la tempe´rature d’interface
T
[00]
3 (h
[00]
3 ) permet d’exprimer ce flux d’e´vaporation en fonction de la hauteur de liquide
et des parame`tres du proble`me :
Γlg
[00]
3 =
βa
βb + Bim h
[00]
3
(4.8)
avec βa = 1− Bim Tsat
et βb = 1 + BimK
}
(4.9)
Il peut eˆtre utile de s’arre`ter quelques instants sur le parame`tre βa, qui s’e´crit de
manie`re dimensionne´e :
βa = 1− H R
λ
Ca2/3 (Tsat − Text) λ
ϕinR
Ca−2/3 = 1−H Tsat − Text
ϕin
(4.10)
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Figure 4.2: Variations du coefficient βa en fonction de la densite´ de flux de chaleur impose´e,
pour diffe´rentes valeurs de tempe´rature de saturation de la phase vapeur. Eau (Text = 293
K).
Ce parame`tre se comporte donc comme l’inverse de la densite´ de flux impose´e a` la paroi.
Ainsi, si βa tend vers l’unite´ rapidement a` cause de la diffe´rence de tempe´rature (Tsat−Text)
relativement faible par rapport aux valeurs de densite´ de flux de chaleur conside´re´es, il
peut malgre´ tout devenir ne´gatif pour des densite´s de flux assez faibles, typiquement de
l’ordre de quelques centaines de Watts par me`tre carre´, et donc engendrer des densite´s
de flux de masse ne´gatives. Ceci s’explique par la diffe´rence entre la tempe´rature de la
bulle et la tempe´rature ambiante a` l’exte´rieur, plus faible. Sans aucune densite´ de flux
de chaleur impose´e a` la paroi, un transfert thermique s’effectue donc de l’inte´rieur vers
l’exte´rieur. Cette de´perdition doit d’abord eˆtre e´quilibre´e par le chargement thermique a`
la paroi avant de pouvoir chauffer la bulle de vapeur.
Une condensation de la bulle de vapeur sur le film de liquide n’est pas correctement
prise en compte par le mode`le tel qu’il est e´crit dans ce me´moire. Il faut donc, pour
que nos re´sultats soient interpre´tables, que le couple de parame`tre (ϕin, Tsat) satisfasse la
condition suivante :
ϕin > H (Tsat − Text) (4.11)
La figure 4.2 montre bien qu’une tempe´rature de saturation de la phase vapeur impor-
tante entraine une diminution du coefficient βa plus rapide, ainsi qu’un crite`re de validite´
du mode`le sur la densite´ de flux de chaleur impose´e important. Cependant, ce crite`re reste
peu contraignant, puisque des contraintes thermiques infe´rieures au kiloWatt par me`tre
carre´ sont tre`s infe´rieures a` ce qui est couramment observe´ dans un caloduc oscillant.
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Ayant a` pre´sent le champ de vitesse et le flux d’e´vaporation, l’e´quation d’interface est
obtenue par l’utilisation du bilan de masse (3.15b) e´crit a` l’ordre principal :
−dx
∫ h[00]3
0
U
[00]
3 dr
 = Ef Γlg [00]3 (x) (4.12)
C’est-a`-dire :
dxh
[00]
3 =
Ef βa
βb + Bim h
[00]
3
(4.13)
La condition aux limites utilise´e pour la re´solution de cette e´quation est la hauteur de
liquide en x3 = 0, exprime´e a` l’ordre principal et note´e δ
[00], qui pour l’instant n’est pas
connue, mais sera de´termine´e plus loin par le raccordement entre le me´nisque et la zone
de transition. L’expression du profil de l’interface est donc :
h
[00]
3 (x3) =
1
Bim
(
−βb +
√(
βb + Bim δ
[00]
)2
+ 2BimEf βa x3
)
(4.14)
Ce profil sera utilise´ pour la re´solution de l’e´quation d’interface de la zone 2, pour
assurer la continuite´ de cette interface entre les zones de re´solution 2 et 3.
Il est important de remarquer que la courbure de l’interface a` l’ordre principal, induite
par la variation de hauteur du film de liquide, doit impliquer un saut de pression variable
le long de l’interface liquide-vapeur. Or, d’apre`s l’ordre principal de la projection normale
des contraintes dynamiques a` cette interface (3.14a), le saut de pression Φ
[00]
3 est nul
dans toute la re´gion du film de liquide (re´gion 3). La contradiction n’est cependant
qu’apparente, car la courbure du film de´pose´ est tre`s faible a` cause des valeurs e´galement
tre`s faibles des nombres d’e´vaporation et de Biot modifie´s, Ef et Bim. Cette courbure
n’aura d’impact sur Φ qu’a` partir du deuxie`me ordre en Ca1/3. Le saut de pression induit
par la courbure de l’interface liquide-vapeur est donc bien repre´sente´ par le mode`le, mais
a` des ordres supe´rieurs en Ca1/3.
L’e´vaporation du film de liquide de´pose´ entraine l’asse`chement de celui-ci a` plus
ou moins bre`ve e´che´ance, suivant la hauteur initiale de film de´pose´ δ[00], du nombre
d’e´vaporation Ef et des parame`tres βa et βb, c’est-a`-dire des caracte´ristiques physiques
du fluide de travail, de la vitesse de de´placement du me´nisque et de l’intensite´ du flux de
chauffe. La longueur d’asse`chement Ldry est de´finie positive et est simplement exprime´e
comme la valeur absolue de l’abscisse x3 ou` la hauteur de liquide est nulle. Gardons
en me´moire que ce re´sultat n’est qu’une valeur approche´e de la longueur d’asse`chement,
puisque le mode`le ne prend pas en compte la pression de disjonction pouvant avoir un
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effet important quand la hauteur de ce film devient faible.
Ldry =
(
βb + Bim δ
[00]
)2 − β2b
2BimEf βa
(4.15)
Cette dernie`re formule peut aussi s’e´crire sous la forme :
Ldry =
2βb δ
[00] + Bim δ
[00]2
2Ef βa
(4.16)
Si les valeurs de δ[00] ne varient pas de manie`re trop importante, il est possible de
s’attendre a` une variation forte de la longueur d’asse`chement du film de liquide de´pose´
par le me´nisque, fonction de l’inverse de la grandeur E fβa. Le nombre d’e´vaporation
E f rend compte des variations de densite´ de flux impose´e et de vitesse. Le parame`tre
βa, quant a` lui, rend compte des variations de tempe´rature de saturation dans la phase
vapeur. Ceci sera montre´ dans la partie 4.5.
4.3 La re´gion de transition
Le proble`me dynamique dans la zone 2 a` l’ordre [00], c’est-a`-dire quand Ca1/3 et Re
tendent vers 0, est le meˆme qu’un proble`me simplifie´ par les hypothe`ses de lubrification.
Rien de plus naturel puisque l’hypothe`se de lubrification est adapte´e a` la mode´lisation de
film de liquide d’e´paisseur microme´trique ou` capillarite´ et viscosite´ sont d’e´gale impor-
tance. Il est utile de remarquer que les hypothe`ses qui permettent de mode´liser cette zone
dans le pre´sent me´moire n’imposent nullement une condition sur la pente de l’interface,
a` l’oppose´ des hypothe`ses de lubrification. Puisque les longueurs caracte´ristiques de la
zone de transition ont e´te´ de´finies pour assurer cette e´quivalence entre forces capillaire et
visqueuse, faire tendre Ca1/3 vers ze´ro revient a` e´crire un proble`me dynamique de lubrifi-
cation. Cependant, a` aucun moment cette hypothe`se n’est adopte´e dans le mode`le e´tudie´
ici. Une premie`re simplification nous ame`ne a` e´crire un proble`me identique, mais notre
mode`le ne se re´sout pas pour autant a` cette e´tape de calcul, et est destine´ a` de´velopper
plus encore la re´solution pour s’affranchir des limitations des hypothe`ses de lubrification.
Il est donc attendu d’obtenir une e´quation d’interface proche, au moins pour sa partie
dynamique, de l’e´quation d’interface pre´sente´e par Bretherton [12] en 1961 :
dx3h = 3
h− δ[00]
h3
(4.17)
Dans leur e´tude d’un me´nisque soumis a` une tempe´rature de paroi constante supe´rieure
a` la tempe´rature de saturation du syste`me, Wilson et al. [88] ont, en plus d’utiliser les
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hypothe`ses de lubrification, suppose´ que la diffe´rence de tempe´rature entre la paroi et
la saturation e´tait suffisamment faible pour conside´rer une valeur tre`s faible du nombre
d’e´vaporation devant le nombre capillaire. Leur me´nisque anisotherme est alors pilote´ par
une e´quation d’interface identique a` la formule dite isotherme de Bretherton, l’essentiel
des transferts thermiques s’effectuant dans le film de liquide de´pose´. La valeur du nombre
d’e´vaporation n’est pas contrainte dans notre mode`le, et l’effet du proble`me thermique
sur l’interface liquide-vapeur dans la zone de transition peut eˆtre important suivant la
valeur du nombre d’e´vaporation. Nous e´tudierons plus loin cette sensibilite´.
Le proble`me dynamique de la zone 2 peut s’e´crire :
∂r2U
[00]
2 = ∂xP
[00]
2 , ∂rP
[00]
2 = 0 , (4.18a, b)
avec les conditions aux limites :
U
[00]
2 = −1 quand r2 = 0
Φ
[00]
2 = dx2h
[00]
2 , ∂rU
[00]
2 = 0 quand r2 = h
[00]
2
 (4.19)
Graˆce a` l’e´quation (4.18 b), il est possible de re´e´crire l’e´quation (4.18 a) donnant la
composante axiale de la vitesse comme suit :
∂r2U
[00]
2 = −∂xΦ[00]2 = −dx3h[00]2 (4.20)
En utilisant les deux conditions aux limites (4.19), l’expression de U
[00]
2 peut s’e´crire :
U
[00]
2 = −dx3h[00]2
(
1
2
r22 − h[00]2 r2
)
− 1 (4.21)
La densite´ de flux massique de liquide est re´gie par l’e´quation (3.21a), qui devient,
e´crite a` l’ordre principal :
Γ
[00]
2 (x) =
∫ h[00]2
0
U
[00]
2 (r2, x2) dr2 =
1
3
h
[00]
2
3
dx3h
[00]
2 − h[00]2 (4.22)
Le proble`me thermique a` l’ordre [00] est identique au proble`me thermique du film
mince pre´sente´ plus haut (section 4.2). Le flux de masse e´vapore´e est donc de la forme :
Γlg
[00]
2 =
βa
βb + Bim h
[00]
2
(4.23)
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Les parame`tres βa et βb sont de´finis par l’e´quation (4.9). L’e´quation d’interface de la
zone de transition a` l’ordre principal est alors de´rive´e de l’e´quation (3.21b) simplifie´e a`
l’ordre [00] :
−dxΓ[00]2 (x) = Etr Γlg [00]2 (x) (4.24)
C’est-a`-dire :
−1
3
dx
(
h
[00]
2
3
dx3h
[00]
2
)
+ dxh
[00]
2 =
Etr βa
βb + Bim h
[00]
2
(4.25)
En supposant un proble`me isotherme, ou du moins sans e´vaporation a` l’interface
liquide-vapeur, c’est-a`-dire quand le nombre d’e´vaporation Etr tend vers ze´ro, le second
membre de l’e´quation (4.25) s’annule. En supposant, de manie`re cohe´rente, un film de liq-
uide de´pose´ d’e´paisseur constante, il est alors possible de retrouver l’e´quation de Brether-
ton.
Fortement non-line´aire, cette e´quation diffe´rentielle d’ordre quatre est re´solue nume´ri-
quement par un logiciel de calcul formel en partant des conditions aux limites en x2 = 0,
c’est-a`-dire a` la jonction entre les zones de transition et du film de liquide. Les quatre
conditions aux limites indispensables pour re´soudre cette e´quation sont donc :
h
[00]
2 (0) = h
[00]
3 (0) = δ
[00] (4.26a)
dxh
[00]
2 |0= dxh[00]3 |0=
Ef βa(
βb + Bim δ
[00]
) (4.26b)
dx2h
[00]
2 |0= dx2h[00]3 |0= −
Bim (Ef βa)
2(
βb + Bim δ
[00]
)3 (4.26c)
dx3h
[00]
2 |0= dx3h[00]3 |0=
Bim
2 (Ef βa)
3(
βb + Bim δ
[00]
)5 (4.26d)
Toutefois δ[00] n’est pas encore connue. Le raccordement entre le me´nisque et la tran-
sition dans la section suivante va permettre de formuler un crite`re sur cette hauteur, qu’il
faudra ensuite approcher a` l’aide de re´solutions successives de l’e´quation (4.25) selon la
me´thode de la se´cante. Pour des raisons de convergence et de limitations des erreurs
nume´riques, il est ne´cessaire de commencer la re´solution nume´rique a` une hauteur de liq-
uide inde´pendante de δ[00]. Il est donc indispensable d’effectuer le changement de variable
suivant :
h
[00]
2 (x2) = δ
[00]H
[00]
2 (X) et x2 + s = δ
[00]X (4.27)
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Figure 4.3: FonctionH(X) pour des parame`tres quelconques, ainsi que son approximation
quadratique pour des X grands.
La constante s est introduite pour assurer la consistance de la solution pour toute
translation axiale, l’e´quation (4.25) e´tant invariante par translation. Elle pourra eˆtre
de´termine´e par raccordement entre les re´gions 1 et 2 aux ordres supe´rieurs.
L’e´quation (4.25) devient donc :
−1
3
dX
(
H
[00]
2
3
dX3H
[00]
2
)
+ dXH
[00]
2 =
Etr βa
βb + Bim δ
[00]H
[00]
2
(4.28)
Avec les conditions aux limites :
H
[00]
2 (0) = 1 (4.29a)
dXH
[00]
2 |0=
Ef βa(
βb + Bim δ
[00]
) (4.29b)
dX2H
[00]
2 |0= −
δ[00] Bim (Ef βa)
2(
βb + Bim δ
[00]
)3 (4.29c)
dX3H
[00]
2 |0=
(
δ[00] Bim
)2
(Ef βa)
3(
βb + Bim δ
[00]
)5 (4.29d)
Une e´tude asymptotique de l’e´quation (4.28) pour de grandes valeurs de X , c’est-a`-dire
vers le me´nisque, ou` H
[00]
2 tend vers l’infini, est pre´sente´e dans l’annexe C. Il y est montre´
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que H
[00]
2 peut eˆtre correctement approche´e par une fonction quadratique quand X est
assez e´leve´, comme repre´sente´ sur la figure 4.3. Il est alors possible d’e´crire :
H∞(X) = lim
X→+∞
H
[00]
2 (X) = A0 + A1X + A2
X2
2
+ o(1) (4.30)
et donc :
lim
x2→+∞
h
[00]
2 (x2) =
(
A0 δ
[00] + A1 s +
A2 s
2
2 δ[00]
)
+
(
A1 +
A2 s
δ[00]
)
x2 +
A2
δ[00]
x22
2
+ o(1) (4.31)
Le raccordement avec la zone du me´nisque mode´lise´e par l’e´quation (4.2) est donc
envisageable.
4.4 Raccordement et de´termination de δ[00]
Le raccordement entre le me´nisque avant et la zone de transition 2 a e´te´ explique´ dans
la section 3.5.1 et explicite´ par l’e´quation (3.39) qui est rappele´e ici.
lim
x2→+∞
(
1− Ca2/3 h2(x2)
)
= lim
x1→−l0
h1(x1) (4.32)
Le membre a` gauche de cette e´galite´ est un polynoˆme fonction de x2 et de Ca
1/3, au
moins pour l’ordre principal. Il faudra, pour tous les autres ordres, exprimer la fonction
h
[ij]
2 loin du film sous forme quadratique, pour pouvoir effectuer le raccordement correcte-
ment. Il faut donc exprimer le membre a` droite de (4.32) sous forme d’un polynoˆme
fonction de x2 et de Ca
1/3. La fonction h1 est de´veloppe´e en se´rie de Taylor au voisinage
de (−l0) pour re´aliser ce raccordement.
h1(x1) = h1(−l0) + (x1 + l0)dxh1 |−l0 +
(x1 + l0)
2
2
dx2h1 |−l0 +o(1) (4.33)
et, suivant la de´finition (3.5), il est possible d’e´crire :
h1(x1) = h1(−l0) + x2 Ca1/3 dxh1 |−l0 +
x22
2
Ca2/3 dx2h1 |−l0 +o(1) (4.34)
En remplac¸ant la fonction h1 et ses de´rive´es par le de´veloppement suivant Ca
1/3 et
Re donne´ par l’e´quation (3.23), et en supposant toutes les corrections de h2, aux ordres
supe´rieurs en Re et Ca1/3, quadratiques pour des grandes valeurs de X , l’e´quation (4.32)
peut s’e´crire :
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1− Ca2/3 δ[00]
 (A0+A1 X+
A2
2
X2) +Ca1/3(B0+B1 X+B22 X
2) + 12Ca
2/3(D0+D1X+D22 X
2) +···
+Re(C0+C1 X+C22 X
2) +ReCa1/3(E0+E1X+E22 X
2) +···
+ 1
2
Re2(F0+F1X+F22 X
2) +···
+···
 =

h
[00]
1 +Ca
1/3
h
[10]
1 +
1
2
Ca2/3 h
[20]
1 +···
+Re h
[01]
1 +Re Ca
1/3
h
[11]
1 +···
+ 1
2
Re2 h
[02]
1 +···
+···
+x2 Ca1/3

dxh
[00]
1 +Ca
1/3
dxh
[10]
1 +
1
2
Ca2/3 dxh
[20]
1 +···
+Re dxh
[01]
1 +Re Ca
1/3
dxh
[11]
1 +···
+ 1
2
Re2 dxh
[02]
1 +···
+···

+
x22
2
Ca2/3

dxxh
[00]
1 +Ca
1/3
dxxh
[10]
1 +
1
2
Ca2/3 dxxh
[20]
1 +···
+Re dxxh
[01]
1 +Re Ca
1/3
dxxh
[11]
1 +···
+ 1
2
Re2 dxxh
[02]
1 +···
+···
 (4.35)
Il faut ensuite identifier terme a` terme en fonction de x2, de Ca
1/3 et de Re, c’est-a`-dire
pour les premiers ordres en nombre capillaire :
A l’ordre Ca0Re0 :
h
[00]
1 (−l0) = 1 (4.36)
A l’ordre Ca1/3 Re0 :
dxh
[00]
1 |−l0= 0 (4.37a)
h
[10]
1 (−l0) = 0 (4.37b)
A l’ordre Ca2/3 Re0 :
1
2
dx2h
[00]
1 |−l0= −
A2
2δ[00]
(4.38a)
dxh
[10]
1 |−l0= −
(
A1 +
A2 s
δ[00]
)
(4.38b)
h
[20]
1 (−l0) = −
(
A0 δ
[00] + A1 s+
A2 s
2
2 δ[00]
)
(4.38c)
La constante s ne pourra eˆtre de´termine´e qu’en obtenant le profil d’interface de la zone
1 aux ordres supe´rieurs ; mais elle n’intervient pas a` l’ordre principal. Puisque le profil
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de l’interface liquide-vapeur dans la re´gion du me´nisque est donne´ par l’e´quation (4.2), il
vient des conditions (4.36), (4.37a) et (4.38a) :
R1
(
1−
(
1− l0
R1
)2)1/2
= 1 (4.39a)
(
l0
R1
− 1
)(
1−
(
1− l0
R1
)2)−1/2
= 0 (4.39b)
− 1
R1
(
1−
(
1− l0
R1
)2)−3/2
= − A2
δ[00]
(4.39c)
Des deux premie`res conditions (4.39a) et (4.39b), il est e´vident que :
l0 = R1 = 1 (4.40)
Le me´nisque assume donc a` l’ordre principal une forme he´misphe´rique ayant pour
rayon le rayon du capillaire dans lequel il se de´place. Incidemment ce re´sultat justifie la
pre´sence de la zone de transition, puisque un me´nisque de rayon adimensionne´ e´gal a` 1 ne
pourrait en l’e´tat de´poser de film de liquide d’e´paisseur finie a` la paroi. Pour mode´liser
ce film, il est ne´cessaire de prendre en compte la compe´tition entre les forces capillaires
et visqueuses en proche paroi, ce qui est effectue´ dans la zone de transition.
Dans ces conditions, la troisie`me condition (4.39c) devient :
δ[00] = A2 (4.41)
Il existe donc une correspondance entre la de´rive´e seconde du profil de l’interface
liquide-vapeur pre`s du me´nisque et la hauteur initiale de liquide de´pose´e a` la paroi par ce
me´nisque.
4.5 Re´sultats et analyses
Graˆce au crite`re (4.41), il est a` pre´sent possible de de´terminer la valeur de la hauteur
δ[00] pour tout jeu de parame`tres tels que le fluide de travail, la densite´ de flux de chauffe,
la vitesse du me´nisque ou encore la tempe´rature de saturation de la bulle.
Les valeurs de δ[00] calcule´es pour de l’eau sur une plage de vitesse de me´nisque allant
de 0.01 a` 0.1 m.s−1, des densite´s de flux de chaleur impose´es allant de 1 a` 20 kW.m−2
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Figure 4.4: Evolution de la hauteur de liquide de´pose´ en fonction du nombre d’e´vaporation.
Points : valeurs calcule´es; courbe : corre´lation (4.44).
ainsi que des tempe´ratures de saturation comprises entre 330 et 370 K sont repre´sente´es
sur la figure 4.4, en fonction du nombre d’e´vaporation modifie´ Ef lie´ a` la re´gion du film de
liquide. Pour des fluides diffe´rents comme le n-pentane ou l’e´thanol, les meˆmes calculs ne
montrent pas de diffe´rences avec ceux obtenus pour l’eau, sur des plages de tempe´ratures
de saturation adapte´es. Une corre´lation approximant ces valeurs, elle aussi repre´sente´e
sur la figure 4.4, pre´sente l’expression suivante :
δ[00] = 1.337− 0.6E4/3f (4.42)
L’expression dimensionnelle de la hauteur de liquide initialement de´pose´e a` l’ordre
principal est note´e δ0, exprime´e en me`tre et est lie´e a` la grandeur δ
[00] par la relation :
δ0 = RCa
2/3 δ[00] (4.43)
D’apre`s la de´finition (3.8) du nombre d’e´vaporation modifie´ dans la re´gion du film de
liquide, la corre´lation (4.42) peut se re´e´crire sous la forme :
δ0 = 1.337RCa
2/3 − 0.6RCa−2/9 E4/3 (4.44)
Pour de faibles valeurs de densite´ de flux de chaleur impose´e a` la paroi (E → 0),
les valeurs calcule´es ainsi que la corre´lation sont proches du cas isotherme calcule´ pour
la premie`re fois par Bretherton [12] (δ0 = 1.337RCa
2/3). L’e´quation (4.16) donnant la
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Figure 4.5: Evolution de la longueur d’asse`chement du film de´pose´ en fonction du nombre
d’e´vaporation.
relation entre la hauteur du film de liquide de´pose´ δ[00] et la longueur d’asse`chement de
ce film, Ldry, est rappele´e ici :
2Ef βa Ldry = 2 βb δ
[00] + Bim δ
[00]2 (4.45)
Meˆme pour une e´paisseur de film de liquide microme´trique, la re´sistance d’interface est
ne´gligeable devant la re´sistance thermique de conduction de ce film. Puisque ce mode`le
ne prend pas en compte la pression de disjonction et ne peut donc pre´tendre mode´liser
pre´cise´ment le comportement du film de liquide pour des e´paisseurs infe´rieures a` quelques
centaines de nanome`tres, il est possible de conside´rer le parame`tre βb comme e´tant tre`s
proche de 1. De plus, la valeur du nombre de Biot modifie´ est tre`s faible devant 1, ce
qui permet d’obtenir une seconde corre´lation portant sur la longueur du film de liquide
de´pose´ par un me´nisque reculant avant de s’e´vaporer :
Ldry =
1
βa
(
1.337E−1f − 0.6E1/3f
)
(4.46)
Le nombre d’e´vaporation modifie´ Ef ne prend en compte les effets de la tempe´rature de
saturation du syste`me qu’a` travers les variations des proprie´te´s thermophysiques du fluide
telles que la masse volumique ou la viscosite´ de la phase liquide. La ve´ritable prise en
compte de la valeur de la tempe´rature de saturation est effectue´e a` travers le terme βa, qui
ne rentre pas dans la de´finition de la corre´lation (4.42), mais corrige par contre efficacement
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Figure 4.6: Ecart entre les corre´lations (4.42) et (4.46) et les valeurs nume´riques calcule´es.
Eau a` Tsat = 350K.
les valeurs de la longueur d’asse`chement du film de liquide, comme montre´ par la figure 4.5.
La correction apporte´e par le parame`tre βa s’attenue pour des flux de chaleur importants
et donc des nombres d’e´vaporation grands, puisque βa tend rapidement vers 1 quand ϕin
augmente. Ainsi, la valeur de la tempe´rature de saturation n’aura ve´ritablement d’effet
sur la forme du film de liquide de´pose´ par un me´nisque reculant que pour des nombres
d’e´vaporation faibles, c’est-a`-dire de petites densite´s de flux de chaleur impose´es et/ou
des vitesses de me´nisques importantes.
La densite´ de flux de chaleur impose´e a` la paroi et la vitesse du me´nisque ont des effets
antagoniques sur la thermodynamique du film de liquide. La vitesse du me´nisque tend
avec la viscosite´ du liquide a` e´tirer le film de´pose´ et a` augmenter son e´paisseur. La densite´
de flux de chaleur impose´e a` la paroi engendre, quant a` elle, le flux de masse e´vapore´e
a` l’interface liquide-vapeur re´duisant la hauteur de ce film et augmentant la vitesse de
son asse`chement. Le nombre d’e´vaporation repre´sente bien cette compe´tition puisqu’il
est de´fini par le rapport de ces deux parame`tres. Quand ce nombre d’e´vaporation est
faible, c’est l’effet visqueux du fluide qui l’emporte et la vitesse du me´nisque devient le
parame`tre pre´ponde´rant, entrainant une variation de hauteur faible et des longueurs de
film importantes. L’influence de la densite´ de flux de chaleur impose´e commence a` se faire
sentir sur la hauteur initiale de film quand E f ≈ 0.1 et, de ce moment, la compe´tition entre
vitesse et densite´ de flux devient plus complique´e a` mode´liser a` travers le seul rapport de
ces deux grandeurs.
Si les valeurs et la corre´lation de longueurs d’asse`chement du film de liquide semblent
s’accorder convenablement, cela vient de la correction apporte´e par la prise en compte de
la tempe´rature de saturation du syste`me a` travers le parame`tre βa, mais aussi a` cause de
la faible variation de Ldry pour des nombres d’e´vaporation e´leve´s qui masquent les de´via-
tions des valeurs calcule´es avec la corre´lation. En effet, l’erreur entre chacunes des deux
corre´lations et les valeurs nume´riques calcule´es pre´sente des variations absolument iden-
tiques, aussi bien pour la hauteur de liquide initiale que pour la longueur d’asse`chement.
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Ceci est repre´sente´ sur la figure 4.6. Ces erreurs sont infe´rieures au pourcent sur une
grande plage de nombre d’e´vaporation, et sont notables uniquement pour des valeurs de
nombre d’e´vaporation modifie´ Ef > 0.6.
Des nombres d’e´vaporation aussi grands, pour qu’ils soient physiquement acceptables,
supposent des vitesses de me´nisques faibles et des densite´s de flux de chaleur impose´es
relativement importantes. A` titre d’exemple, un me´nisque d’eau se de´plac¸ant a` 1 cm.s−1
devra eˆtre chauffe´ par une densite´ de flux d’au moins 20 kW.m−2 pour atteindre une
valeur de Ef supe´rieure a` 0.6. Pour d’autres fluides comme le n-pentane, qui posse`de
une chaleur latente de vaporisation plus faible que celle de l’eau, la divergence entre les
valeurs calcule´es nume´riquement et la corre´lation a lieu pour des valeurs de densite´ de
flux moins importantes, mais quoi qu’il en soit les niveaux de vitesse et la contrainte
thermique impose´e a` la bulle quand Ef > 0.6 implique l’e´vaporation tre`s rapide du film
de liquide, puisque les longueurs d’asse`chement a` ces niveaux de nombre d’e´vaporation
sont de l’ordre du millime`tre.
4.6 Champ de tempe´rature dans le bouchon liquide
Le proble`me thermique a` l’ordre principal dans la re´gion du me´nisque suppose la re´so-
lution de l’e´quation de Laplace associe´e a` des conditions aux limites particulie`res, puisque
combinant des conditions cylindriques a` la paroi et sphe´riques a` l’interface liquide-vapeur
(cf. figure 4.7). Parmi les nombreuses me´thodes existantes pour la re´solution d’e´quations
diffe´rentielles telles que l’e´quation de Laplace, la me´thode de se´paration des variables
utilisant une de´finition discre`te de l’espace des valeurs propres et de la base associe´e
sur laquelle la solution est projete´e est la plus simple et parvient a` fournir une solution
convergente du proble`me thermique a` l’ordre principal dans le bouchon de liquide. En
revanche, cette de´finition discre`te de l’espace des valeurs propres entrainera des solutions
r
x
b
θ
ρ
−∂rT˜ = Bi T˜
∆T˜ = 0
∂rT˜ = 0
T˜ = 0
K ∂ρT˜ = T˜ − T˜sat
R = 1
Figure 4.7: Proble`me complet associe´ au champ de tempe´rature T˜ dans le bouchon de
liquide.
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divergentes aux ordres de calcul supe´rieurs, et un espace continu de valeurs propres devra
eˆtre de´fini pour obtenir une solution satisfaisante a` ces proble`mes. Ceci implique des inte´-
grales infinies tre`s difficiles a` e´valuer nume´riquement avec une pre´cision suffisante. Tous
ces proble`mes sont de´taille´s et explique´s dans l’annexe D.
Pour l’instant, le proble`me reste relativement simple. Deux tempe´ratures modifie´es
sont de´finies :
T˜ = T
[00]
1 −
1
Bi
(4.47a)
T˜sat = Tsat − 1
Bi
(4.47b)
Le proble`me thermique ainsi obtenu a` l’ordre principal dans le bouchon est re´sume´ par
la figure 4.7, et l’annexe D.2 fournit la proce´dure de re´solution de ce proble`me. Le champ
de tempe´rature est de la forme :
T˜ (r, x) =
+∞∑
i=1
Ai J0(λi r) e
λi (x+1) (4.48)
Un nombre m suffisant de coefficients Ai est de´termine´ graˆce a` la relation :
Ai =
m∑
j=1
bijT˜sat (4.49)
La matrice [bij ] est l’inverse de la matrice [aji] dont les coefficients sont de´finis comme
suit :
aji = e
−λi cos(θj) ((1 + λiK cos(θj)) J0(λi sin(θj) + λiK sin(θj) J1(λi sin(θj))) (4.50)
Les angles θj proviennent de la discre´tisation de l’arc de cercle [0,π/2] correspondant
au me´nisque he´misphe´rique. Il est inte´ressant de remarquer que la re´sistance d’interface
adimensionne´e K n’est fonction que de la tempe´rature de saturation du syste`me. La
matrice [aji] n’est donc pas influence´e par la densite´ de flux de chaleur impose´e a` la paroi,
qui n’entre en conside´ration que dans la tempe´rature de saturation sans dimension T˜sat.
A titre d’exemple, la figure 4.8 repre´sente le champ de tempe´rature qu’il est ainsi pos-
sible de calculer, pour une densite´ de flux de chaleur et une tempe´rature de saturation
impose´es. L’ordre principal du de´veloppement en fonction de Ca1/3 et Re revient finale-
ment a` conside´rer dans le bouchon de liquide uniquement la conduction de la chaleur de
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Figure 4.8: Champ de tempe´rature dans le bouchon de liquide a` l’ordre principal suivant
Ca1/3 et Re. Eau, ϕin = 2 kW.m
−2 et Tsat = 330 K.
la paroi vers le centre de la conduite. Les perturbations du champ de tempe´rature dues
au transport advectif de la chaleur lie´ a` un champ de vitesse particulier dans le bouchon
de liquide ne pourront eˆtre obtenues qu’aux ordres supe´rieurs.
La figure 4.8 donne l’impression que la tempe´rature du bouchon de liquide est e´gale a`
la tempe´rature de saturation pre`s de l’interface liquide-vapeur, a` cause de l’augmentation
importante de la diffe´rence (T
[00]
1 − Tsat) avec l’abscisse x. En re´alite´, du fait de la faible
re´sistance thermique d’interface K, une tre`s faible diffe´rence entre la tempe´rature de la
phase liquide au niveau de l’interface du me´nisque et la tempe´rature de saturation peut
ge´ne´rer malgre´ tout des densite´s de flux de masse e´vapore´es non ne´gligeables.
D’ailleurs, la partie la plus inte´ressante de ce calcul re´side dans l’obtention du profil
de la densite´ de flux de masse e´vapore´e a` l’interface Γlg
[00]
1 , qui permettra par la suite
de fermer le proble`me dynamique et de calculer le champs de vitesse (U
[00]
1 ,V
[00]
1 ) dans
le bouchon de liquide. Ce calcul ne pourra eˆtre entrepris qu’a` l’ordre 3 en fonction de
Ca1/3, et sera aborde´ plus loin. La figure 4.9 repre´sente les variations radiales de cette
densite´ de flux de masse e´vapore´e a` l’interface liquide-vapeur d’un me´nisque reculant pour
diffe´rentes densite´s de flux de chaleur impose´es.
Cette figure montre que la densite´ de flux de masse e´vapore´e d’eau a` l’interface liquide-
vapeur d’un me´nisque sphe´rique peut eˆtre non ne´gligeable, en particulier au centre de la
conduite, ce qui n’est pas intuitif a priori. En reculant dans un fluide chauffe´ fortement
et en re´gime permanent, donc posse´dant une tempe´rature supe´rieure a` la tempe´rature
de saturation, le me´nisque rend le chemin thermique favorable vers le centre du tube
capillaire, augmentant ainsi le gradient axial de tempe´rature dans le bouchon de liquide,
donc la densite´ de flux de chaleur a` l’interface liquide-vapeur, et ainsi la densite´ de flux
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Figure 4.9: Evolution radiale de la densite´ de flux de masse e´vapore´e pour l’eau avec
Tsat = 330 K. (L’effet de la tempe´rature de saturation est ne´gligeable.)
de masse e´vapore´e.
Bien suˆr ces re´sultats montrant une e´vaporation importante au centre d’un me´nisque
reculant ne repre´sentent que partiellement la re´alite´, puisque ne sont pas pris en compte
ici les effets advectifs dus au champ de vitesse dans le bouchon de liquide en avant du
me´nisque. En attenuant les gradients de tempe´rature au centre du tube capillaire par les
recirculations qui semblent avoir lieu devant un me´nisque reculant (voir par exemple [36]),
la densite´ re´elle de flux de masse e´vapore´e sera sans doute plus faible que celle calcule´e ici
en premie`re approximation. Cependant, ces re´sultats poussent malgre´ tout a` relativiser
l’approximation ge´ne´ralement adopte´e d’une e´vaporation ne´gligeable dans un me´nisque
sphe´rique.
4.7 Conclusion
Deux re´sultats importants, obtenus dans ce chapitre, sont a` retenir. Tout d’abord, la
prise en compte des e´changes de chaleur dans la re´gion de transition, juste avant le film
de liquide, a permis la de´finition d’une corre´lation portant sur la hauteur du film de´pose´
par un me´nisque reculant. Cette corre´lation prend non seulement en compte la vitesse
de ce me´nisque, mais aussi la densite´ de flux de chaleur impose´e a` la paroi, a` travers le
nombre d’e´vaporation E. Elle tend vers la corre´lation de Bretherton, donnant la hauteur
du film de´pose´ par un me´nisque isotherme, quand le chargement thermique est faible.
Le deuxie`me re´sultat important est le calcul du champ de tempe´rature dans la re´gion
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du me´nisque. A` l’ordre principal, ce champ de tempe´rature ne prend en compte que la
conduction de la chaleur, de la paroi vers le liquide. Le transport advectif de la chaleur,
assure´ par le champ de vitesse, ne pourra eˆtre pris en compte qu’a` partir du premier ordre
de perturbation suivant Re. Cependant, ce champ de vitesse dans le bouchon de liquide
n’a pas pu eˆtre de´termine´ a` l’ordre de calcul principal, les e´quations de conservation
simplifie´es a` l’ordre principal ne de´finissant qu’un champ de pression constant.
Le chapitre suivant pourra comple´ter les re´sultats pre´sente´s ici, en montant en ordre
dans le de´veloppement suivant Ca1/3 et Re. Nous attendons en particulier une estimation
plus pre´cise de la hauteur du film de liquide de´pose´.
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Nous nous inte´ressons dans ce chapitre aux corrections qu’il est possible d’apporter
aux diffe´rents mode`les de´crivant l’ensemble de la partie avant de la bulle. Ces corrections
sont effectue´es en prenant en compte les ordres supe´rieurs du de´veloppement de Taylor
de´fini au chapitre 3. Elles tendent donc a` e´valuer plus pre´cise´ment les grandeurs globales
(hauteur d’interface h, saut de pression a` l’interface Φ, champ de tempe´rature T , etc.)
constituant les mode`les complets du me´nisque, du film et de la transition.
Pour ce qui est des mode`les associe´s au film et a` la transition, la proce´dure de re´so-
lution a de´ja` e´te´ pre´sente´e dans la section 3.4.2. Cette proce´dure permet, a` l’ordre de
perturbation [ij], d’obtenir une e´quation diffe´rentielle portant sur la correction h[ij]. De
cette correction de la hauteur de l’interface de´coule la connaissance de toutes les autres
grandeurs a` ce niveau de perturbation. Cette correction h[ij] est cependant de´finie a`
une constante d’inte´gration pre`s, cette constante provenant de la forme de la correction
apporte´e a` la hauteur de l’interface dans la re´gion du me´nisque.
Dans la re´gion du me´nisque, la proce´dure d’obtention de la correction h
[ij]
1 est un
peu plus subtile. Nous ne pourrons acce´der a` des informations sur la dynamique de
l’e´coulement dans cette re´gion qu’a` partir du troisie`me ordre de perturbation en Ca1/3.
En revanche, la partie thermique du mode`le peut eˆtre obtenue de`s l’ordre principal, et
a d’ailleurs de´ja` e´te´ e´voque´e dans le chapitre pre´ce´dent, section 4.6. A` l’ordre 0 de
de´veloppement en Re, les deux proble`mes dynamique et thermique sont de´couple´s. Le
proble`me thermique mode´lise donc, a` l’ordre [i0], quel que soit i, uniquement la conduction
de la chaleur dans le bouchon de liquide. L’advection de chaleur par l’e´coulement dans le
bouchon de liquide ne pourra eˆtre pris en compte qu’au premier ordre en Re.
La premie`re partie de ce chapitre (sections 5.1 et 5.2) se consacre au mode`le de la
re´gion du me´nisque. Il y est de´termine´ les corrections successives apporte´es a` la hauteur
de l’interface, et les proble`mes dynamique et thermique y sont analyse´s. Un tableau
recapitulatif des re´sultats de ces sections est pre´sente´ en guise de conclusion dans la figure
5.6.
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Les re´sultats obtenus a` partir du mode`le de me´nisque sont utilise´s dans la deuxie`me
partie de ce chapitre pour e´tudier conjointement les mode`les du film et de transition, et
en de´duire toutes les informations possibles sur les corrections apporte´es a` la hauteur de
l’interface dans ces re´gions.
5.1 Dynamique dans la re´gion du me´nisque
5.1.1 Forme du me´nisque aux premiers ordres en Ca1/3 et Re
De par la forme des e´quations de conservation de la quantite´ de mouvement dans la
zone du me´nisque (2.29b) et (2.29c), les corrections en pression seront toujours constantes
avant l’ordre trois en Ca1/3, ce qui revient a` dire que Φ
[ij]
1 est constant pour i entier compris
entre 0 et 2 et quelle que soit la valeur de j. De plus, dans l’ensemble des mode`les, aucun
terme, dans aucune e´quation de conservation ou condition aux limites, n’a pour facteur
le nombre capillaire a` la puissance un tiers. Pour ces raisons, les mode`les des diffe´rentes
re´gions e´crits au premier ordre en Re sont absolument identiques aux proble`mes e´crits
dans les meˆmes re´gions au premier ordre en Ca1/3.
Le bilan des contraintes normales a` l’interface liquide-vapeur (2.31a) a` l’ordre [10], en
utilisant l’expression (4.2) de´finissant la hauteur h
[00]
1 avec R0 = 1, se re´duit a` l’e´quation
suivante :
Φ
[10]
1
(
1− (x1 + 1)2
)1/2
= h
[10]
1 − 4 (x1 + 1)
(
1− (x1 + 1)2
)
dxh
[10]
1 +
(
1− (x1 + 1)2
)2
dx2h
[10]
1 (5.1)
Le saut de pression Φ
[10]
1 est constant, et un logiciel de calcul formel donne la solution
ge´ne´rale complexe suivante :
h
[10]
1 =
iΦ
[10]
1 x1 + 2(1 + x1)C1 − 2C2 + 2C2(1 + x1)arctanh(1 + x1)
2 i
(
1− (x1 + 1)2
)1/2 (5.2)
ou` i est l’unite´ imaginaire.
Une condition de syme´trie doit s’appliquer sur ce profil, s’e´crivant h
[10]
1 (0) = 0, qui
impose de prendre les deux constantes d’inte´gration C1 et C2 nulles. Puisque la de´rive´e
de l’ordre principal du parame`tre d’interface h
[00]
1 au centre du tube capillaire tend de´ja`
vers l’infini ne´gatif, la de´rive´e au centre du tube de h
[10]
1 peut soit eˆtre constante, soit
tendre vers l’infini ne´gatif elle aussi. La solution physiquement admissible de l’e´quation
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(5.1) peut donc s’e´crire :
h
[10]
1 =
Φ
[10]
1 x1
2
(
1− (x1 + 1)2
)1/2 (5.3)
Le saut de pression Φ
[10]
1 est de´termine´ a` l’aide de la condition de raccordement avec
la zone du me´nisque de´rive´e plus toˆt (4.37b). Puisque nous avons montre´ que la distance
l0 entre les repe`res associe´s aux zones 1 et 2 est e´gale au rayon du tube capillaire (4.40),
il vient que le saut de pression a` travers le me´nisque est nul au premier ordre en nombre
capillaire puissance un tiers et qu’il n’existe donc pas de perturbation de l’interface liquide-
vapeur dans le me´nisque a` l’ordre [10].
Φ
[10]
1 = 0 ; h
[10]
1 = 0 (5.4)
Ce re´sultat permet de de´finir la constante d’ajustement s de´finie par le changement
de variables (4.27) graˆce a` l’e´quation (4.38b). En utilisant le re´sultat (4.41), s est donc
donne´e comme :
s = −A1 (5.5)
La constante A1 est de´ja` connue graˆce a` la re´solution de l’e´quation d’interface de la
zone de transition a` l’ordre principal et est fonction des parame`tres du proble`me. Il est
aussi possible de`s a` pre´sent de de´finir la condition aux limites de l’e´quation d’interface
lie´e au me´nisque au deuxie`me ordre en Ca1/3, donne´e par l’e´quation (4.38c) qui devient :
h
[20]
1 (−l0) = −A0 δ[00] +
A21
2
(5.6)
De plus l’expression suivante provient des termes en Ca1Re0 de la condition de rac-
cordement (4.35) :
1
2
dx2h
[10]
1 |−l0= −
B2
2δ[00]
(5.7)
La constante B2 de´coule du de´veloppement quadratique pour des X grands du para-
me`tre d’interface modifie´ H
[10]
2 de´fini dans la re´gion de transition, H
[10]
2 et X e´tant de´finis
par l’adimensionnement (4.27). Ainsi, la correction au premier ordre en fonction de Ca1/3
du parame`tre d’interface dans la re´gion de transition (si cette correction est non nulle, ce
qui sera aborde´ dans la section 5.4.2) devra impe´rativement eˆtre affine pour des x2 grands.
85
Chapitre 5. Me´nisque avant - Monte´e en ordre
Puisque le proble`me du me´nisque au premier ordre en fonction du nombre de Reynolds
est identique a` celui au premier ordre en fonction du nombre capillaire, il vient imme´dia-
tement :
h
[01]
1 = −
Φ
[01]
1 x1
2
(
1− (x1 + 1)2
)1/2 (5.8)
Or la condition de raccordement (4.35), apre`s identification sur les conditions aux
limites applique´es a` h
[01]
1 , donne :
h
[01]
1 (−l0) = 0 (5.9a)
dxh
[01]
1 |−l0= 0 (5.9b)
1
2
dx2h
[01]
1 |−l0= −
C2
2δ[00]
(5.9c)
Les deux premie`res conditions sont ve´rifie´es en posant :
Φ
[01]
1 = 0 (5.10)
Ceci impose une correction h
[01]
1 nulle dans le me´nisque. Comme pour le premier ordre
en Ca1/3, la perturbation du parame`tre d’interface dans la re´gion de transition h
[01]
2 , s’il
n’est pas continument nul, devra eˆtre affine pour des x2 grands pour assurer la validite´ de
la troisie`me condition (5.9c).
5.1.2 Deuxie`me ordre en Ca1/3
Notons d’abord que la correction apporte´e au parame`tre d’interface dans la re´gion du
me´nisque au premier ordre en fonction du nombre capillaire est nulle, et que le bilan des
contraintes normales dans la zone du me´nisque (2.31a) ne posse`de aucun terme fonction
du nombre capillaire a` la puissance deux tiers. Dans ces conditions, l’e´quation d’interface
portant sur la correction a` l’ordre deux suivant Ca1/3 (dans la zone du me´nisque) est
identique a` celle portant sur la correction a` l’ordre 1 donne´e par l’e´quation (5.1). Il est
donc possible d’e´crire :
Φ
[20]
1
(
1− (x1 + 1)2
)1/2
= h
[20]
1 − 4 (x1 + 1)
(
1− (x1 + 1)2
)
dxh
[20]
1 +
(
1− (x1 + 1)2
)2
dx2h
[20]
1 (5.11)
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Satisfaisant la condition de syme´trie au centre du tube capillaire, l’expression de la
fonction de correction de l’interface du me´nisque s’e´crit alors :
h
[20]
1 = −
Φ
[20]
1 x1
2
(
1− (x1 + 1)2
)1/2 (5.12)
En plus de la condition (5.6), la condition de raccordement (4.35) entre le me´nisque
et la re´gion de transition donne la relation suivante pour le terme h
[20]
1 , la correction au
deuxie`me ordre suivant le nombre capillaire du parame`tre d’interface :
dxh
[20]
1 |−l0= −
(
B1 +
B2 s
δ[00]
)
(5.13)
La relation (5.7) imposant un coefficient B2 nul, les conditions de raccordement (5.13)
et (5.6) engendrent la relation suivante :
Φ
[20]
1
2
= −B1 = A0 δ[00] − A
2
1
2
(5.14)
Les constantes A0, A1 et δ
[00] sont de´ja` connues graˆce a` la re´solution de l’e´quation
d’interface dans la zone de transition a` l’ordre principal. Le coefficient B1 est donc connu
et permettra de re´soudre l’e´quation d’interface dans la re´gion de transition a` l’ordre [10].
Pour des nombres d’e´vaporation modifie´s Ef allant jusqu’a` 10
−1, les corrections du
saut de pression a` l’interface sont relativement constantes, a` 0.2% pre`s. Le proble`me
thermique n’a que peu d’influence dans la zone du me´nisque, au moins pour ce qui est
du saut de pression a` l’interface liquide-vapeur. Ce saut de pression dans le me´nisque
reculant est donne´ par :
Φ1 = 1 + 7.720Ca
2/3 +O(Ca,Re) (5.15)
Ce re´sultat est tre`s proche du re´sultat isotherme de´rive´ par Bretherton [12] et rappele´
par l’e´quation (1.11). Park et Homsy [63] donnent quant a` eux une expression du saut
de pression pre´sentant un rapport deux avec celui pre´sente´ ci-dessus, ce qui est cohe´rent
puisqu’ils effectuent leurs calculs dans une cellule de Hele-Shaw, l’interface liquide-vapeur
ne posse´dant alors qu’une seule courbure principale non nulle. Notre interface n’est pas
quasi-circulaire, mais bien quasi-sphe´rique, et si nous avons pris en compte le saut de
pression induit au premier ordre par la courbure polaire de l’interface, il n’en est pas de
meˆme des ordres supe´rieurs, et la contribution au deuxie`me ordre suivant Ca1/3 est donc
multiplie´e par deux compare´e aux re´sultats de Park et Homsy.
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Figure 5.1: Profil de l’interface liquide-vapeur dans la re´gion du me´nisque a` l’ordre 2 en
Ca1/3 pour l’eau avec Ca = 7.10−4 et E = 10−4.
La figure 5.1 pre´sente la correction apporte´e par l’ordre [20] au profil de l’interface
liquide-vapeur. Tout en gardant une interface quasi-sphe´rique au centre du tube capillaire,
contrainte par la condition de syme´trie au centre de la conduite, la forme du me´nisque
tend a` se rapprocher de la re´alite´, ou` un film de liquide d’e´paisseur finie est de´pose´ le
long de la paroi, a` la suite du me´nisque. La hauteur du film de liquide de´pose´ repre´sente´
sur la figure 5.1 reste cependant diffe´rente de la hauteur re´elle approche´e δ[00] calcule´e
pre´ce´demment, puisque ces hauteurs de liquide ne sont pas correctement mode´lise´es par
le mode`le associe´ a` la re´gion du me´nisque.
5.1.3 Ordres supe´rieurs en Re
Puisque les ordres [10] et [01] n’apportent pas de correction a` la forme de l’interface
dans la re´gion du me´nisque, les e´quations d’interface de cette zone aux ordres [11] ou [02]
ont la meˆme forme que l’e´quation (5.1), et donc la meˆme forme de solution. La condition
de raccordement (4.35) permet d’e´crire les conditions particulie`res suivantes :
h
[11]
1 (−l0) = 0 (5.16a)
dxh
[11]
1 |−l0= −
(
C1 +
C2 s
δ[00]
)
(5.16b)
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1
2
dx2h
[11]
1 |−l0= −
E2
2δ[00]
(5.16c)
h
[02]
1 (−l0) = 0 (5.17a)
dxh
[02]
1 |−l0= 0 (5.17b)
1
2
dx2h
[02]
1 |−l0= −
F2
2δ[00]
(5.17c)
La condition (5.16a) associe´e au fait que h
[11]
1 s’e´crive de la meˆme manie`re que (5.1)
impose un saut de pression Φ
[11]
1 nul. De plus, la condition (5.9c) a de´ja` impose´ un
coefficient C2 nul lui aussi. Il s’ensuit donc que les coefficients C1 et E2 doivent eux-
aussi eˆtre nuls. De meˆme, la condition (5.17a) imposant un saut de pression Φ
[02]
1 nul, le
coefficient F2 doit eˆtre nul.
En raisonnant de proche en proche, il est ainsi possible de montrer que, pour des
ordres de perturbation [ij], i e´tant compris entre 0 et 2 et j supe´rieur ou e´gal a` 1, aucune
correction de l’interface de la zone du me´nisque n’a lieu, et le parame`tre d’interface de la
zone de transition doit a` ces niveaux de perturbation tendre vers une fonction nulle quand
x2 devient grand.
5.1.4 Champ de vitesse au troisie`me ordre en Ca1/3
Jusqu’a` pre´sent, dans la re´gion du me´nisque, les bilans hydrodynamiques se re´duisent
a` un champ de pression constant nous empe´chant d’acce´der a` l’expression du champ
de vitesse dans le bouchon de liquide, mais permettant d’obtenir facilement l’e´quation
d’interface associe´e a` cette re´gion a` partir du bilan des contraintes normales a` l’interface
liquide-vapeur. Cette obtention facile de l’e´quation d’interface a aussi comme avantage
de permettre de de´coupler le proble`me dynamique du proble`me thermique.
La re´solution du proble`me thermique ainsi de´couple´ dans la re´gion du me´nisque a`
l’ordre principal a e´te´ aborde´ dans la section 4.6. Les premier et deuxie`me ordres en
fonction du nombre capillaire a` la puissance un tiers seront analyse´s dans la section 5.2.
A partir du troisie`me ordre de perturbation en Ca1/3, la re´solution du bilan hydrody-
namique devient obligatoire, puisque la correction du champ de pression a` cette ordre de
perturbation n’est plus de´ge´ne´re´e, mais re´gie par les e´quations suivantes :
∂xU
[00]
1 +
1
r
∂r
(
r V
[00]
1
)
= 0 (5.18a)
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Figure 5.2: Proble`me dynamique dans le bouchon de liquide a` l’ordre [30] permettant de
de´terminer le champ de vitesse a` l’ordre principal dans la re´gion du me´nisque.
∂xP
[30]
1 = ∂x2U
[00]
1 +
1
r
∂r
(
r ∂rU
[00]
1
)
(5.18b)
∂rP
[30]
1 = ∂x2V
[00]
1 +
1
r
∂r
(
r ∂rV
[00]
1
)
(5.18c)
Dans la suite de cette section, l’indice de re´gion est omis pour gagner en clarte´, et les
de´compositions de la vitesse dans les diffe´rents repe`res sont toutes note´es U , et indice´es
par r et x dans le repe`re cylindrique et ρ et θ dans le repe`re sphe´rique. Une fonction de
courant Ψ, associe´e au champ de vitesse dans le bouchon de liquide, est e´crite comme suit
suivant le repe`re cylindrique ou sphe´rique dans lequel elle est de´finie :
Ux
[00] =
1
r
∂rΨ
[00] ; Ur
[00] = −1
r
∂xΨ
[00] (5.19a)
Uρ
[00] =
1
ρ2 sin θ
∂θΨ
[00] ; Uθ
[00] = − 1
ρ sin θ
∂ρΨ
[00] (5.19b)
A` partir des e´quations (5.18), il vient :
E2(E2Ψ
[00]
1 ) = 0 (5.20)
Ce n’est que maintenant qu’il est possible de de´terminer le champ de vitesse a` l’ordre
principal dans le bouchon de liquide en amont du me´nisque. Pour ce faire, il est ne´cessaire
de re´soudre une e´quation diffe´rentielle d’ordre quatre de la fonction de courant Ψ[00]. Ce
proble`me est re´sume´ en partie par la figure 5.2.
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L’ope´rateur diffe´rentiel E2 re´gissant les variations de la fonction de courant dans le
bouchon de liquide provient de la re´e´criture de l’e´quation de Stokes (5.18) avec les de´fini-
tions (5.19), et est de´fini diffe´remment suivant le syste`me de coordonne´es conside´re´ (voir
l’ouvrage de Goldstein et al. [26], chap. III).
cylindrique : E2 = ∂r2 − 1
r
∂r + ∂x2 (5.21a)
sphe´rique : E2 = ∂ρ2 +
1− ζ2
ρ2
∂ζ2 avec ζ = cos θ (5.21b)
Une condition de syme´trie est applique´e au centre de la conduite cylindrique, et il est
suppose´ que le champ de vitesse loin dans le bouchon de liquide est celui d’un e´coulement
de Poiseuille e´tabli. A la paroi du tube cylindrique, des conditions de non-glissement et de
non-pe´ne´tration sont applique´es. Les conditions dynamiques a` l’interface liquide-vapeur
sont de´finies comme suit :
Uρ
[00] = Γlg
[00]
1 (5.22a)
ρ ∂ρ
(
Uθ
[00]
ρ
)
+
1
ρ
∂θUρ
[00] = 0 (5.22b)
La condition (5.22a) est une condition de pe´ne´tration a` travers l’interface liquide-
vapeur dont la densite´ de flux de masse est de´ja` connue depuis la section 4.6. Le champ
de vitesse a` l’ordre principal est donc lie´ a` la re´solution du mode`le thermique a` l’ordre
principal. La condition (5.22b) quant a` elle est la re´e´criture de la condition (2.21) dans
la base sphe´rique exprime´e a` l’ordre principal (cf. Goldstein et al. [26], chapitre III pour
l’expression du de´viateur du tenseur des contraintes hydrodynamiques Σ en coordonne´es
sphe´riques polaires). La partie thermo-capillaire du bilan (2.21) n’est ici pas prise en
compte en conside´rant que le nombre de Marangoni modifie´ Ma∗ est tre`s petit devant
l’unite´.
Ce proble`me portant sur la fonction de courant Ψ[00] ne peut-eˆtre re´solu analytique-
ment qu’en combinant line´airement les solutions ge´ne´rales en coordonne´es cylindrique et
sphe´rique, et en utilisant un espace continu des valeurs propres associe´es a` la solution
cylindrique. Cette me´thode de re´solution est donc effectue´e dans le meˆme esprit que celle
de l’e´quation de Laplace pre´sente´e dans l’annexe D.3, et est identique a` celle de´veloppe´e
par Leichtberg et al. [46] calculant le champ de vitesse autour d’une bille solide plonge´e
dans un e´coulement contenu dans un tube cylindrique. L’exception notable entre Leicht-
berg et la pre´sente re´solution est la condition a` la paroi sphe´rique de la bille, puisque nous
n’avons pas ici de paroi solide, mais ce qui peut s’assimiler a` une paroi poreuse.
La solution la plus ge´ne´rale de ce proble`me satisfaisant les conditions de syme´trie au
centre de la conduite et les conditions loin dans le bouchon de liquide est donne´e par
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Leichtberg et al. [46] :
Ψ
[00]
1 = −
1
4
r4 +
∫ +∞
0
(
A(λ) r I1(λ r) +B(λ) r
2 I0(λ r)
)
cos (λ (x+ 1)) dλ
+
+∞∑
n=2
(
αn ρ
1−n + βn ρ
3−n
)
Pn(cos θ) (5.23)
La proce´dure de re´solution a` partir de cette expression est la meˆme que dans la re´so-
lution de l’e´quation de Laplace dans l’annexe D.3. Les deux conditions a` la paroi solide
du tube capillaire ainsi qu’une transforme´e inverse de Fourier permettent d’obtenir les
expressions des fonctions A(λ) et B(λ) en fonction des coefficients αn et βn. Cette nou-
velle expression de la fonction de courant est ensuite introduite dans les deux conditions
dynamiques a` l’interface liquide-vapeur (5.22). Celles-ci sont ensuite discre´tise´es le long
de l’interface pour ge´ne´rer 2m e´quations line´airement inde´pendantes permettant d’obtenir
les m premiers coefficients αn et βn.
Ce calcul est the´oriquement faisable, mais comme pour le proble`me thermique a` l’ordre
[20], qui sera e´voque´ dans la section 5.2, le temps d’e´valuation des inte´grales infinies induit
par ce calcul n’a pas permis d’obtenir des re´sultats exploitables sur le champ de vitesse a`
l’ordre principal dans la re´gion du me´nisque.
L’obtention de ce champ de vitesse a` l’ordre principal dans le bouchon de liquide
permet de de´terminer la correction de l’interface h
[30]
1 , a` travers le bilan des contraintes
normales a` l’interface exprime´ a` l’ordre [30], ou` la contribution du de´viateur du tenseur
des contraintes hydrodynamiques est prise en compte pour la premie`re fois dans la re´gion
du me´nisque. Le champ de pression P
[30]
1 , et donc le saut de pression Φ
[30]
1 , sont exprime´s
graˆce aux e´quations (5.18). La correction h
[30]
1 sert ensuite de condition de raccordement
assymptotique pour le proble`me du liquide dans la re´gion de transition a` travers l’e´quation
de raccordement (4.35).
5.1.5 Prise en compte de l’inertie: ordre 31
Le de´veloppement inclut la partie advective des e´quations de Navier-Stokes pour la
premie`re fois dans la re´gion du me´nisque a` l’ordre de perturbation [31], c’est-a`-dire le
troisie`me ordre en Ca1/3 et le premier en Re. A` cet ordre, l’e´quation de Navier-Stokes
s’e´crit :
U
[00]
1 ∂xU
[00]
1 + V
[00]
1 ∂rU
[00]
1 = −
1
6
∂xP
[31]
1 + ∂r2U
[01]
1 +
1
r
∂rU
[01]
1 + ∂x2U
[01]
1 (5.24a)
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Figure 5.3: Proble`me dynamique dans le bouchon de liquide a` l’ordre [31] permettant de
de´terminer le champ de vitesse au premier ordre en fonction du nombre de Reynolds.
U
[00]
1 ∂xV
[00]
1 + V
[00]
1 ∂rV
[00]
1 = −
1
6
∂rP
[31]
1 + ∂r2V
[01]
1 +
1
r
∂rV
[01]
1 + ∂x2V
[01]
1 (5.24b)
En de´finissant une nouvelle fonction de courant Ψ
[01]
1 de la meˆme manie`re que pour le
champ de vitesse a` l’ordre principal (equations 5.19), ce syste`me d’e´quations peut s’e´crire
sous la forme d’une e´quation diffe´rentielle non-homoge`ne d’ordre quatre :
E2(E2Ψ
[01]
1 ) = F Ψ
[00]
1 (5.25)
L’ope´rateur diffe´rentiel non line´aire F provient de la re´e´criture des membres de gauche
des e´quations (5.24). Le champ de vitesse (U
[00]
1 ,V
[00]
1 ) est de´ja` connu et peut-eˆtre exprime´
sous la forme de la fonction de courant Ψ
[00]
1 . Pour obtenir la solution ge´ne´rale de cette
e´quation non-homoge`ne, la fonction de courant Ψ
[01]
1 est de´compose´e en deux fonctions
particulie`res :
Ψ
[01]
1 = Ψa +Ψb (5.26a)
telles que E2Ψa = 0 ; E
2Ψb = Ψa +Ψc et E
2Ψc = F Ψ
[00]
1 (5.26b)
Les conditions aux limites permettant de de´terminer les constantes d’inte´gration ge´ne´re´es
par cette re´solution sont pre´sente´es sur la figure 5.3. En ce qui concerne les conditions dy-
namiques a` l’interface liquide-vapeur du me´nisque sphe´rique, elles sont identiques a` celles
a` l’ordre principal a` cause de l’absence de correction de cette interface dans la re´gion du
me´nisque a` l’ordre [10] (h
[10]
1 = 0).
Uρ
[01] = Γlg
[01]
1 (5.27a)
93
Chapitre 5. Me´nisque avant - Monte´e en ordre
ρ ∂ρ
(
Uθ
[01]
ρ
)
+
1
ρ
∂θUρ
[01] = 0 (5.27b)
La perturbation de la solution qui entraine la correction apporte´e par cet ordre de
calcul provient, en plus de la contribution du flux de masse e´vapore´e a` l’interface, du
bilan hydrodynamique perturbe´ dans le volume de liquide lui-meˆme. C’est l’inertie de la
phase liquide qui est ajoute´e a` cet ordre de calcul.
La partie dynamique de cet ordre de calcul ne semble pas eˆtre particulie`rement plus
difficile que l’ordre [30], excepte´e cette inhomoge´ne´ite´ de l’e´quation de Stokes. Il est donc
possible d’obtenir le champ de vitesse a` l’ordre [31] dans le bouchon de liquide, exprimant
l’effet des forces d’inertie et d’advection sur la dynamique d’une bulle avanc¸ant dans un
tube capillaire. Il est aussi possible, graˆce au bilan des contraintes normales a` l’ordre
[31], comme pour l’ordre [30] pre´ce´demment, d’exprimer l’e´quation d’interface controlant
la correction h
[31]
1 de la forme de l’interface liquide-vapeur dans le me´nisque.
5.2 Thermique dans la re´gion du me´nisque
5.2.1 Premier ordre en Ca1/3
Aucun terme supple´mentaire n’est ajoute´ a` l’e´quation de la chaleur dans la re´gion
du me´nisque, au premier ordre suivant Ca1/3. Nous avons vu aussi qu’il n’existe pas
de correction de l’interface liquide-vapeur dans la re´gion du me´nisque pour cet ordre de
de´veloppement. Le mode`le thermique qu’il est alors possible d’e´crire a` l’ordre [10] est
repre´sente´ sur la figure 5.4.
Toutes les conditions aux limites de ce proble`me sont homoge`nes, c’est-a`-dire que rien
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Figure 5.4: Proble`me associe´ au champ de tempe´rature T
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dans ce proble`me ne provoque la mise en place d’un champ de tempe´rature d’une forme
particulie`re. Une solution triviale, et finalement la seule qui ait un sens dans ce genre de
proble`me, est la solution nulle :
T
[10]
1 = 0 (5.28)
Dans le mode`le global mis en place dans ce me´moire, aucune information nouvelle
concernant la dynamique et la thermique de la phase liquide en avant d’un me´nisque
reculant ne peut eˆtre obtenue au premier ordre de correction en Ca1/3. Il faut attendre
le deuxie`me ordre de correction en Ca1/3 pour voir une premie`re correction apporte´e a` la
forme du me´nisque, et donc au champ de tempe´rature dans le bouchon de liquide qui le
pre´ce`de.
5.2.2 Premier ordre en Re
Le nombre capillaire ne rentre pas en ligne de compte dans l’e´quation de la chaleur,
dans le mode`le associe´ a` la re´gion du me´nisque. Donc, au premier ordre de perturbation
suivant Re, le terme inertiel est entie`rement conside´re´. C’est bien suˆr le champ de vitesse
approche´ a` l’ordre principal, et non simplement sa correction a` l’ordre [01], qui est pris en
compte. L’advection de chaleur commence donc a` eˆtre prise en compte dans la re´solution
a` cet ordre de perturbation.
Pr
(
U
[00]
1 ∂xT
[00]
1 + V
[00]
1 ∂rT
[00]
1
)
= ∂x2T
[01]
1 +
1
r
∂r
(
r ∂rT
[01]
1
)
(5.29)
Le mode`le thermique a` cet ordre de perturbation est pre´sente´ sur la figure 5.5. Dans
cette figure, le vecteur ~U
[00]
1 repre´sente le vecteur vitesse dans le bouchon de liquide a`
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Figure 5.5: Proble`me associe´ au champ de tempe´rature T
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l’ordre principal. Il peut eˆtre exprime´ en coordonne´es cylindriques ou sphe´riques, suiv-
ant les besoins de la re´solution. Les quatre conditions aux limites du proble`me sont ho-
moge`nes. La correction du champ de tempe´rature a` l’ordre [01] provient donc uniquement
du champ de vitesse pre´sent dans le bouchon de liquide.
Cependant, nous avons vu que le champ de vitesse a` l’ordre principal dans cette re´gion
ne pouvait eˆtre obtenu qu’a` l’ordre de calcul [30]. Il est donc indispensable de calculer les
corrections apporte´es par le de´veloppement suivant le nombre capillaire avant de pouvoir
obtenir les corrections dues a` la partie inertielle du mode`le global.
Nous avons de´ja` vu que la correction de l’interface h
[01]
1 au premier ordre en Re est
nulle. Les conditions de raccordement avec la re´gion de transition proche de la paroi
impose alors une correction nulle dans cette re´gion, ainsi que dans la re´gion du film de
liquide.
L’apport de l’ordre [01] au mode`le global, ainsi d’ailleurs que l’apport de tous les
ordres de perturbation en Re avant le troisie`me ordre en Ca1/3, se re´sume donc a` la prise
en compte des effets inertiels sur le champ de tempe´rature dans le bouchon de liquide.
5.2.3 Deuxie`me ordre en Ca1/3
La modification de la forme de l’interface liquide-vapeur dans la re´gion du me´nisque
a` l’ordre [20] aboutit a` une formulation du proble`me thermique dans cette re´gion qui
pre´sente une condition inhomoge`ne sur cette interface. En effet, comme explique´ dans la
section 3.3.2, le bilan de flux de chaleur a` travers l’interface liquide-vapeur a` l’ordre [20]
est toujours exprime´ sur l’interface approxime´e h
[00]
1 . Il faut donc modifier le bilan de flux
pour prendre en compte cette diffe´rence entre le bilan re´el et le bilan effectivement pris
en compte. Le bilan de flux a` l’ordre [20] a` l’interface liquide vapeur s’e´crit alors, en ne
prenant en compte que les termes diffe´rents de ze´ro :
K ∂ρT
[20]
1 +K ∂ρ
(
h
[20]
1 ∂rT
[00]
1
)
= T
[20]
1 + h
[20]
1 ∂rT
[00]
1 (5.30)
Les autres donne´es du proble`me ne sont pas diffe´rentes de celles repre´sente´es dans la
figure 5.4, en remplac¸ant la fonction T
[10]
1 par T
[20]
1 .
Malheureusement, l’inhomoge´ne´ite´ apporte´e par la correction de la forme de l’interface
liquide-vapeur a` cet ordre de de´veloppement, quand bien meˆme ses composants sont con-
nus, rend impossible une re´solution utilisant une de´finition discre`te de l’espace des valeurs
propres associe´ a` ce proble`me. Une de´finition continue de l’espace des valeurs propres
suivant la me´thode de´taille´e dans l’annexe D doit donc eˆtre utilise´e, non seulement pour
calculer T
[20]
1 , mais aussi pour de´terminer a` nouveau T
[00]
1 , puisque cette fonction est util-
ise´e dans la formulation de T
[20]
1 .
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Comme il est e´voque´ en annexe D.3, les temps de calcul nume´rique demande´s pour ces
re´solutions sont re´dhibitoires. La solution du champ de tempe´rature est en effet exprime´e
sous la forme d’une se´rie, dont les coefficients sont de´termine´s par l’inversion d’une matrice
dont les coefficients sont issus de l’e´valuation nume´rique d’une double inte´grale infinie de
la forme :
an,m =
∫ +∞
0
∫ +∞
−1
Fn,m(λ, x) cos (λ(x+ 1)) dx dλ (5.31)
L’integrande Fn,m(λ, x) est fortement oscillante, en particulier pour des faibles valeurs
de la valeur propre λ. L’algorithme de re´solution doit donc eˆtre particulie`rement pre´cis.
Pour la meˆme raison, les troncatures ne´cessaires pour l’e´valuation nume´rique doivent eˆtre
re´alise´es assez loin dans le domaine de re´solution pour que cette e´valuation soit assez
pre´cise. Il faut ajouter a` cela que le nombre de coefficients a` calculer doit eˆtre assez grand
pour que la se´rie converge. Typiquement, les calculs pre´liminaires effectue´s ont fixe´ a`
douze le nombre de coefficients ne´cessaire, ce qui veut dire 144 e´valuations diffe´rentes de
l’e´quation (5.31). En tout, deux jours e´taient ne´cessaires a` ce calcul, tournant sur une
machine de bonnes performances, et utilisant un algorithme d’inte´gration parmi les plus
efficaces et pre´cis.
Mais les e´valuations nume´riques ne s’arre`tent pas la`. Le champ de tempe´rature lui-
meˆme est exprime´ en fonction d’une double inte´grale infinie, comme e´crit dans (D.28),
posse´dant un inte´grande diffe´rent de Fn,m(λ, x), mais non moins oscillant. L’e´valuation
d’un champ complet de tempe´rature, pour un seul jeu de parame`tre (ϕin,Um,Tsat), peut
donc prendre plusieurs jours. Et encore, ces ordres de grandeur de temps de calcul ne
sont donne´s que pour le calcul de la fonction T
[00]
1 . Les e´valuations ne´cessaires pour
de´terminer la correction T
[20]
1 sont donc plus longues encore, puisque l’inte´grande pre´sente
de nouveaux termes a` inte´grer nume´riquement.
Ces fonctions analytiques, tre`s longues a` e´valuer, doivent ensuite servir dans les correc-
tions aux ordres supe´rieurs, pour de´finir les e´quations d’interface de la re´gion du me´nisque,
qui doivent ensuite eˆtre raccorde´s a` la re´gion de transition pour continuer la re´solution
des mode`les de transition et du film de liquide. On comprend donc que cette me´thode de
calcul soit difficilement praticable en l’e´tat, meˆme effectue´e sur des super-calculateurs et
en paralle´lisant les calculs.
Une solution a` ce proble`me serait de discre´tiser nume´riquement le domaine de re´solu-
tion, et de re´soudre les e´quations de conservation sur cette discre´tisation. Les variations
de la tempe´rature le long de l’interface liquide-vapeur devront ensuite eˆtre e´value´es de
manie`re continue pour pouvoir eˆtre utilise´es dans la monte´e en ordre et le raccordement
avec la re´gion de transition. Cette me´thode pourrait largement re´duire les temps de calcul,
mais elle n’a malheureusement pas pu eˆtre mise en oeuvre comple´tement dans le cadre de
ce me´moire.
Ne´anmoins, au vu des premiers tests nume´riques effectue´s, il ne semble pas que le
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champ de tempe´rature a` l’ordre [20] apporte une correction importante aux re´sultats
pre´sente´s dans la section 4.6. Cet ordre de calcul ne fait que modifier le´ge`rement la
position de l’interface liquide-vapeur, et ne rajoute pas d’effet physique supple´mentaire
pouvant jouer un roˆle plus important dans les e´changes de chaleur se produisant dans le
bouchon de liquide en amont du me´nisque reculant.
Les corrections des ordres [01] a` [31], en apportant les expressions des champs de vitesse
dans ce bouchon de liquide, ainsi que leur impact sur la forme de l’interface liquide-vapeur,
devraient modifier plus fondamentalement l’aspect du champ de tempe´rature global dans
cette re´gion. Mais si les temps de calcul a` l’ordre [20] sont trop importants pour eˆtre
pre´sentables ici, on se doute a` l’avance qu’ils ne devraient pas eˆtre plus courts pour les
ordres supe´rieurs qui utilisent les premiers.
5.3 Bilan sur la re´gion du me´nisque
En re´solvant le mode`le du me´nisque a` un ordre de perturbation donne´, il faut bien
distinguer deux choses. D’un coˆte´, les grandeurs a` de´terminer, champs de vitesse, de
tempe´rature, etc., de l’autre, le mode`le lui-meˆme, simplifie´ a` un ordre [ij] quelconque,
qui peut eˆtre fonction de grandeurs qui ne sont pas elles-meˆmes exprime´es a` l’ordre [ij].
Ainsi, c’est dans le mode`le simplifie´ a` l’ordre [30] qu’apparaissent pour la premie`re fois
les grandeurs U
[00]
1 et V
[00]
1 .
Les parties dynamique et thermique du mode`le du me´nisque sont couple´es, mais toutes
les grandeurs, a` un ordre de perturbation donne´, ne peuvent pas eˆtre de´termine´es unique-
ment par la re´solution du mode`le simplifie´ a` cet ordre de perturbation, comme c’est le
cas dans les mode`les de transition ou du film. Ainsi, le champ de vitesse ~U
[00]
1 est de´ter-
mine´ a` l’ordre [30] en fonction de la grandeur Γlg
[00]
1 , densite´ de flux de masse e´vapore´e a`
l’ordre principal qui, elle, est connue depuis l’ordre [00]. Le champ de tempe´rature T
[01]
1
est de´termine´ a` l’ordre [01] (jusque la` tout va bien), mais en utilisant la grandeur ~U
[00]
1 ,
de´termine´e a` l’ordre [30]. Ainsi, pour re´soudre un ordre [ij] donne´, d’autres ordres doivent
eˆtre re´solus, au moins en partie, dans une succession particulie`re.
Toutes ces relations entre les diffe´rents mode`les simplifie´s sont re´capitule´es par la figure
5.6. En vert est indique´ tout ce qu’il a e´te´ possible de de´terminer dans ce me´moire, a` savoir
la forme de l’interface liquide-vapeur dans la re´gion du me´nisque. Il s’ave`re qu’avant le
troisie`me ordre suivant Ca1/3, la plupart des corrections a` la position de l’interface sont
nulles. La seule correction qu’il a e´te´ possible de calculer avec nos moyens, dans le temps
imparti, est h
[20]
1 .
Notre condition de raccordement entre les re´gions du me´nisque et de transition est
telle que la forme de l’interface liquide-vapeur dans le me´nisque controˆle, non seulement
la forme de l’interface dans la re´gion de transition, et donc dans celle du film, mais
aussi, par conse´quent, l’ensemble de la dynamique et de la thermique dans ces re´gions.
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Figure 5.6: Re´capitulatif des re´sultats du mode`le associe´ a` la re´gion du me´nisque. Vert :
grandeurs de´ja` connues. Noir : grandeurs a` de´terminer.
99
Chapitre 5. Me´nisque avant - Monte´e en ordre
Ainsi, nous verrons dans la section suivante, qu’une correction nulle de l’interface dans le
me´nisque entraine (sauf a` l’ordre [10], qui est une exception) une correction nulle dans les
deux autres mode`les. Mais dans les mode`les de transition et du film, toutes les grandeurs
a` un ordre de de´veloppement peuvent eˆtre de´termine´es par le mode`le simplifie´ a` cet ordre.
Donc, une correction nulle de l’interface dans les re´gions de transition et du film implique
qu’il n’existe aucune correction a` cet ordre de calcul, quelle qu’elle soit.
Pour ce qui est des champs de vitesse et de tempe´rature dans le bouchon de liquide, ils
n’ont pas pu eˆtre formellement de´finis dans ce me´moire. Cependant, nous avons montre´
qu’il est possible de les obtenir, et ainsi d’e´tudier les diffe´rents phe´nome`nes physiques et
leur impact sur la dynamique et la thermique de l’e´coulement en amont d’une bulle de
vapeur.
L’ordre principal (section 4.6) mode´lise la conduction de la chaleur dans le liquide.
Les ordres [10] et [20] n’apportent qu’une correction venant de la variation de la forme de
l’interface liquide-vapeur (donc inexistante pour [10]). Ensuite, les forces visqueuses sont
prises en compte dans le bilan de quantite´ de mouvement a` l’ordre [30], pour de´terminer
le champ de vitesse a` l’ordre [00]. L’effet de ce champ de vitesse simplifie´ sur la thermique
est pris en compte a` l’ordre [01], ou` l’advection de chaleur commence a` eˆtre conside´re´e.
Les effets inertiels sur le champ de vitesse sont pris en compte a` l’ordre [31], ou` l’effet
de l’e´vaporation a` l’interface a` l’ordre [01] a une influence. Ainsi de suite, le champ de
vitesse est de´pendant de la thermique a` travers la densite´ de flux de masse e´vapore´e, et
influence en retour le champ de tempe´rature, ce qui influence les niveaux d’e´vaporation.
De surcroit, il est suˆr que le calcul du champ de vitesse a` l’ordre [30] aura un effet
sur l’interface liquide-vapeur, et de proche en proche aura aussi un effet sur les re´gions de
transition et du film de liquide.
5.4 Film et transition aux premiers ordres en Ca1/3
et Re
5.4.1 Re´gion du film de liquide
Les mode`les associe´s a` la re´gion du film de liquide de´pose´ aux ordres supe´rieurs, a`
la fois en fonction de Ca1/3 et de Re , sont pre´sente´s dans l’annexe E.2 et aboutissent en
particulier aux e´quations d’interface suivantes en respectant la proce´dure de re´solution
pre´sente´e dans la section 3.4.2 :
dxh
[10]
3 = −
Ef Bim βa h
[10]
3(
βb + Bim h
[00]
3
)2 (5.32)
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dxh
[01]
3 = −
Ef Bim βa h
[01]
3(
βb + Bim h
[00]
3
)2 (5.33)
Ces e´quations diffe´rentielles line´aires posse`dent respectivement comme conditions aux
limites les perturbations de la hauteur initiale δ[10] et δ[01] , permettant d’e´crire les expres-
sions suivantes :
h
[10]
3 (x3) = δ
[10] βb + Bim δ
[00]
βb + Bim h
[00]
3 (x3)
(5.34)
h
[01]
3 (x3) = δ
[01] βb + Bim δ
[00]
βb + Bim h
[00]
3 (x3)
(5.35)
Ces expressions ainsi que leurs de´rive´es pourront eˆtre utilise´es dans la re´solution
nume´rique des e´quations d’interface de la re´gion de transition a` ces ordres respectifs.
5.4.2 Re´gion de transition
Comme il est possible de le voir dans l’annexe E.1, les mode`les associe´s aux pertur-
bations aux premiers ordres en fonction du nombre capillaire et du nombre de Reynolds
sont identiques, et entrainent donc des e´quations d’interface tre`s proches :
−dx
(
1
3
h
[00]
2
3
dx3h
[10]
2 + h
[10]
2 h
[00]
2
2
dx3h
[00]
2
)
+ dxh
[10]
2 = −
Bim βa h
[10]
2(
βb + Bim h
[00]
2
)2 (5.36)
−dx
(
1
3
h
[00]
2
3
dx3h
[01]
2 + h
[01]
2 h
[00]
2
2
dx3h
[00]
2
)
+ dxh
[01]
2 = −
Bim βa h
[01]
2(
βb + Bim h
[00]
2
)2 (5.37)
Puisque le parame`tre d’interface h
[00]
2 est quadratique pour des x2 grands, il est possible
de montrer en utilisant la de´marche pre´sente´e dans l’annexe C que les deux parame`tres
d’interface h
[10]
2 et h
[01]
2 sont eux aussi quadratiques pour des x2 grands. La re´solution
nume´rique des e´quations adimensionne´es par la relation (4.27) peut donc s’e´crire a` l’infini :
lim
x2→+∞
h
[10]
2 (x2) =
(
B0 δ
[00] +B1 s+
B2 s
2
2 δ[00]
)
+
(
B1 +
B2 s
δ[00]
)
x2 +
B2
δ[00]
x22
2
+ o(1) (5.38)
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Figure 5.7: Variation du parame`tre B2 – courbure a` l’infini de H
[10]
2 – pour diffe´rentes
valeurs de δ[10] , provenant de la re´solution nume´rique de (5.36) ou (5.37).
lim
x2→+∞
h
[01]
2 (x2) =
(
C0 δ
[00] + C1 s +
C2 s
2
2 δ[00]
)
+
(
C1 +
C2 s
δ[00]
)
x2 +
C2
δ[00]
x22
2
+ o(1) (5.39)
Or, les conditions (5.7) et (5.9c) imposent des coefficients B2 et C2 nuls. Il est donc
impe´ratif de re´soudre ite´rativement les e´quations (5.36) et (5.37) comme il a e´te´ fait
a` l’ordre principal pour trouver les valeurs de δ[10] et δ[01] annulant respectivement les
constantes B2 et C2.
Pour ce qui est de l’ordre [01], la condition (5.16b) impose un coefficient C1 nul, et
de proche en proche, en suivant le raisonnement de la section 5.1.3, il est possible de
montrer que C0 doit lui aussi eˆtre nul, ce qui entraine une correction continument nulle
du parame`tre d’interface a` l’ordre [01] dans la re´gion de transition, puisque les conditions
aux limites de (5.37) sont nulles en 0 et a` l’infini. Aucune correction ne peut donc
eˆtre apporte´e au proble`me au premier ordre de perturbation en fonction du nombre de
Reynolds, quelle que soit la re´gion conside´re´e.
Concernant l’ordre [10], les re´sultats de plusieurs calculs utilisant diffe´rentes valeurs
de δ[10] sont pre´sente´s dans la figure 5.7, et montrent que pour annuler la constante B2
et satisfaire la condition (5.7), la perturbation de la hauteur initiale du film de liquide au
premier ordre suivant Ca1/3 doit eˆtre nulle. Autrement dit :
δ[10] = 0 (5.40)
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Figure 5.8: Correction de l’interface dans la re´gion de transition au premier ordre en Ca1/3
en fonction de l’abscisse x2. E = 10
−4.
Cependant, la condition (5.14) impose un coefficient B1 fini non nul et e´gal a` la
moitie´ de la correction du saut de pression a` travers l’interface liquide-vapeur dans le
me´nisque, de´ja` connu graˆce a` la relation (5.6). L’e´quation d’interface (5.36) est donc
re´solue nume´riquement en utilisant les conditions aux limites suivantes, adimensionne´es
par δ[00] :
H
[10]
2 (0) = dxH
[10]
2 |0= 0 (5.41a)
lim
X→+∞
H
[10]
2 = −
Φ
[20]
1
2
X +B0 (5.41b)
lim
X→+∞
dXH
[10]
2 = −
Φ
[20]
1
2
(5.41c)
Graˆce a` une re´solution ite´rative utilisant la me´thode de la se´cante, il est possible
d’approcher tre`s rapidement la valeur de B0 permettant d’assurer que la fonction calcule´e
soit effectivement affine a` l’infini. La figure 5.8 pre´sente les re´sultats de ces calculs pour
plusieurs vitesses de de´placement du me´nisque et une densite´ de flux de chaleur impose´e
a` la paroi. La figure 5.9 repre´sente quant a` elle l’importance de la correction apporte´e
au parame`tre d’interface dans la re´gion de transition par le premier ordre en fonction du
nombre capillaire a` la puissance un tiers.
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Figure 5.9: Correction de l’interface liquide-vapeur au premier ordre en Ca1/3 en fonction
de la l’abscisse x2.
La correction du parame`tre d’interface au premier ordre en fonction du nombre capil-
laire est nulle dans le me´nisque mais diffe´rente de ze´ro dans la re´gion de transition. Pour
des x2 grands, puisque que h
[00]
2 est quadratique et h
[10]
2 affine, la correction deviendra peu
importante compare´e a` l’ordre principal, mais sera malgre´ tout bien pre´sente. Ceci peut
e´tonner, mais il faut cependant remarquer que ce sont les deux parame`tres d’interface h1 et
h2 qui sont raccorde´s asymptotiquement, et non les termes particuliers du de´veloppement
en se´rie de Taylor de ces parame`tres. Les parame`tres h
[00]
1 et h
[00]
2 a` l’ordre principal ne se
raccordent donc pas a` une abscisse de´termine´e, de meˆme que h
[10]
1 et h
[10]
2 . Il n’est donc
pas possible de repre´senter sur la meˆme figure les re´gions du me´nisque et de la transition,
du moins a` cet ordre de calcul.
5.5 Film et transition aux ordres supe´rieurs en Re
La section pre´ce´dente a permis de montrer que les conditions de raccordement entre
la re´gion du me´nisque et la transition imposent une perturbation de l’interface a` l’ordre
[01] continument nulle.
Dans les mode`les complets pre´sente´s dans les sections 2.4.2, 3.2.1 et 3.2.2, le nombre
de Reynolds ou ses puissances n’est jamais pre´sent sans eˆtre multiplie´ par le nombre
capillaire. Il est donc normal que la perturbation de ces mode`les soit identique pour
des ordres de perturbation en Reynolds supe´rieurs a` un, et des ordres de perturbation
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en nombre capillaire infe´rieur a` trois. Avant l’ordre [3i], quel que soit l’entier i, aucun
terme n’est ajoute´ au proble`me hormis les perturbations de l’interface qui sont fonction
des termes infe´rieurs.
Pour l’ordre [11], le terme infe´rieur est l’ordre [01], pour lequel toutes les grandeurs
physiques sont nulles, ce qui entraine un mode`le associe´ a` l’ordre de perturbation [11],
pre´sente´e dans l’annexe E, identique a` celui associe´ a` l’ordre [01], que ce soit dans la re´gion
de transition ou du film de liquide. Un raisonnement sur les conditions de raccordement
identique a` celui de la section pre´ce´dente permet alors de conclure que toutes les grandeurs
physiques exprime´es a` l’ordre [11] sont elles aussi continument e´gales a` ze´ro.
Puisque les ordres [01] et [11] n’apportent aucune correction a` la solution de l’ordre
principal, le mode`le associe´ a` l’ordre de perturbation [21] est identique aux ordres infe´rieurs
de´ja` re´solus et de´termine´s comme n’apportant aucune correction a` l’ordre principal. De
meˆme que pour les ordres infe´rieurs, les conditions de raccordement imposent alors une
perturbation nulle de l’interface et de l’ensemble des grandeurs physiques du syste`me a`
l’ordre [21].
De proche en proche il est ainsi possible d’affirmer, de par la forme du mode`le global
qui est re´solu ici, ainsi que la condition de raccordement entre le me´nisque et la zone de
transition, que tous les ordres de perturbation [ij], i e´tant compris entre 0 et 2 et j e´tant
supe´rieur ou e´gal a` 1, n’apporteront pas de correction a` l’ordre principal.
De meˆme que pour le mode`le du me´nisque, aucune information sur l’influence du
nombre de Reynolds sur la forme de la bulle et toutes les grandeurs physiques en de´coulant
ne peut donc eˆtre obtenue a` ces niveaux de perturbation. Le premier ordre pour acce´der
a` ce type d’information est l’ordre [31], ou` la contribution explicite de la partie inertielle
des e´quations de bilan hydrodynamique est introduite.
5.6 Film et transition au deuxie`me ordre en Ca1/3
5.6.1 Film de liquide
D’apre`s le proble`me dynamique associe´ au deuxie`me ordre de perturbation en fonction
du nombre capillaire dans la re´gion du film de liquide, pre´sente´ dans l’annexe E.2.5, la
correction du champ de vitesse dans la re´gion 3 a` l’ordre [20] est nulle. Le bilan des
contraintes normales a` l’interface liquide-vapeur s’e´crit quant a` lui :
Φ
[20]
3 = 2h
[00]
3 + 2dxxh
[00]
3 = 2h
[00]
3 −
2Bim (Ef βa)
2(
βb + Bim h
[00]
3
)3 (5.42)
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Il a e´te´ vu que le saut de pression a` l’interface liquide-vapeur e´tait constant a` l’ordre
principal dans le film de liquide de´pose´ a` la paroi, malgre´ la variation de la hauteur de
film entrainant une courbure de l’interface. C’est a` pre´sent que va pouvoir eˆtre corrige´ le
saut de pression a` l’interface liquide-vapeur a` travers le terme Φ
[20]
3 .
Il a de´ja` e´te´ e´voque´ que la courbure de l’interface liquide-vapeur dans le film de liquide
(le terme dxxh
[00]
3 dans l’e´quation (5.42)) est faible devant la hauteur liquide. En effet, le
nombre de Biot modifie´ est tre`s petit devant 1, et le parame`tre Ef n’est jamais supe´rieur
a` 10−1 dans les limites physiques du syste`me. La correction du saut de pression varie
donc quasi identiquement avec le double de la hauteur du film liquide, et il est possible
d’e´crire :
Φ3 ≈ Ca2/3 h[00]3 (5.43)
L’e´quation d’interface associe´e a` la perturbation au deuxie`me ordre en fonction du
nombre capillaire est obtenue apre`s la re´solution du proble`me thermique associe´ :
dxh
[20]
3 = 2h
[00]
3 dxh
[00]
3 +
Ef βa
(
2h
[00]
3 + Bim h
[00]
3
2
+ Bim h
[20]
3
)
(
βb + Bim h
[00]
3
)2 − 2Ef βa h[00]3
βb + Bim h
[00]
3
(5.44)
Cette e´quation posse`de la condition aux limites
h
[20]
3 (0) = δ
[20] (5.45)
et admet comme solution :
h
[20]
3 = δ
[20] βb + Bim δ
[00]
βb + Bim h
[00]
3
+
2Ef βa x
(
3− 2βb + Bim h[00]3
)
3Bim
(
βb + Bim h
[00]
3
)
+
(
h
[00]
3 − δ[00]
)(
2Bim βb(3− 2βb)− 2Bim βb δ[00] − Bim2 δ[00]2
)
3Bim
(
βb + Bim h
[00]
3
) (5.46)
Cette e´quation ainsi que ses de´rive´es e´value´es en x3 = 0 sont prises comme conditions
aux limites de l’e´quation d’interface de la re´gion de transition a` l’ordre [20], de´termine´e
dans la section suivante. La correction δ[20] apporte´e a` la hauteur initiale δ[00] du film de
liquide de´pose´ par le me´nisque, inconnue pour l’instant, pourra eˆtre de´termine´e ite´rative-
ment dans la section suivante graˆce aux conditions de raccordement entre les re´gions du
me´nisque et de transition au deuxie`me ordre en Ca1/3.
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5.6.2 Re´gion de transition
Un certain nombre de termes supple´mentaires est ajoute´ a` l’ordre [20] dans le mode`le
associe´ a` la re´gion de transition, en particulier dans les bilans de contraintes a` l’interface
liquide-vapeur. Le mode`le complet a` cet ordre est pre´sente´ dans l’annexe E.1.5, et
l’e´quation d’interface est obtenue avec l’aide d’un logiciel de calcul formel suivant la proce´-
dure de re´solution pre´sente´e dans la section 3.4.2 et repre´sente´e sur la figure 3.2.
L’e´quation d’interface ainsi obtenue, ou` la correction apporte´e au proble`me thermique
par le premier ordre en Ca1/3 est nulle, s’e´crit :
1
3
dx
(
h
[20]
2 h
[00]
2
3
dx3h
[00]
2
)
+ dx
(
h
[20]
2 h
[00]
2
2
dx3 h
[00]
2
)
− dxh[20]2 + dxH1
=
Etr Bim βa h
[20]
2(
βb + Bim h
[00]
2
)2 + 2Etr βa h[00]2(
βb + Bim h
[00]
2
) +H2 (5.47)
Les fonctions H1 et H2 sont connues car uniquement de´pendantes du parame`tre
d’interface a` l’ordre principal h
[00]
2 et de sa correction au premier ordre h
[10]
2 :
H1 = h[00]2
2 − 1
3
h
[00]
2
3
dxh
[00]
2
(
−2 + 2dx2h[00]2 + 6dx2h[00]2
2
+ dxh
[00]
2 dx3h
[00]
2
)
− 1
3
h
[00]
2
4
(
dx3h
[00]
2 (2− 3dx2h[00]2 )− 6dxh[00]2 dx4h[00]2
)
+
8
15
h
[00]
2
5
dx5h
[00]
2
+ 2h
[10]
2
(
h
[00]
2 h
[10]
2 dx3h
[00]
2 + h
[00]
2
2
dx3h
[10]
2
)
(5.48a)
H2 = Etrβa(
βb + Bim h
[00]
2
)2 (dxh[00]2 2(βb − Bim h[00]2 )− h[00]2 (2 + Bim h[00]2 ))
− 2Etrβa h
[00]
2 dx2h
[00]
2(
βb + Bim h
[00]
2
)3 (3− 3Bim h[00]2 + Bim2 h[00]2 2)
− 2Etr βa dxh
[00]
2
2(
βb + Bim h
[00]
2
)4 (βb − Bim h[00]2 ) (5.48b)
Cette e´quation diffe´rentielle est adimensionne´e par la hauteur δ[00] a` l’ordre principal
comme suit :
h
[20]
2 (x2) = δ
[00]H
[00]
2 (X) , h
[20]
2 (x2) = δ
[00]H
[20]
2 (X) et x2 + s = δ
[00]X (5.49)
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Une e´tude asymptotique portant sur cette e´quation d’interface adimensionne´e, effec-
tue´e suivant la methode pre´sente´e dans l’annexe C, montre cependant que la solution de
l’e´quation (5.47) adimensionne´e n’est pas quadratique pour des X grands, mais peut eˆtre
mode´lise´e par un polynoˆme d’ordre 4, c’est-a`-dire :
lim
X→+∞
H
[20]
2 (X) = D0 +D1X +D2
X2
2
+D3
X3
6
+D4
X4
24
+ o(1) (5.50)
et donc :
lim
x2→+∞
h
[00]
2 (x2) =
(
D0 δ
[00] +D1 s +
D2 s
2
2 δ[00]
+
D3 s
3
6 δ[00]
2 +
D4 s
4
24 δ[00]
3
)
+
(
D1 +
D2 s
δ[00]
+
D3 s
2
2δ[00]
2 +
D4 s
3
6δ[00]
3
)
x2 +
(
D2
2δ[00]
+
D3 s
2δ[00]
2 +
D4 s
2
4δ[00]
3
)
x22
+
(
D3
6δ[00]
2 +
D4 s
6δ[00]
3
)
x32 +
D4
24δ[00]
3x
4
2 + o(1) (5.51)
Il est donc ne´cessaire de de´velopper encore le terme de droite de la condition de rac-
cordement (4.35) pour obtenir les conditions portant sur les termes d’ordres 3 et 4 de
l’expression pre´ce´dente, ce qui donne :
1
2
dx2h
[20]
1 |−l0= −
Φ
[20]
1
4
= −1
2
(
D2
2δ[00]
+
D3 s
2δ[00]
2 +
D4 s
2
4δ[00]
3
)
(5.52a)
1
6
dx3h
[10]
1 |−l0= 0 = −
1
2
(
D3
6δ[00]
2 +
D4 s
6δ[00]
3
)
(5.52b)
1
24
dx4h
[00]
1 |−l0= −
1
8
= −1
2
D4
24δ[00]
3 (5.52c)
Ces relations permettent de de´terminer les valeurs que doivent prendre les parame`tres
D2, D3 et D4 pour assurer le raccordement entre le me´nisque et la zone de transition :
D2 = 4 δ
[00]A21 − 2A0 δ[00]2 (5.53a)
D3 = 6A1 δ
[00]2 (5.53b)
D4 = 6 δ
[00]3 (5.53c)
Ici A1 et A0 sont les parame`tres associe´s au de´veloppement quadratique de H
[00]
2 pour
des X grands. Il est a` pre´sent possible d’utiliser comme a` l’accoutume´e une me´thode de la
se´cante pour de´terminer la valeur de δ[20] , satisfaisant ces trois conditions. En pratique,
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Figure 5.10: Coefficient de correction au deuxie`me ordre en Ca1/3 de la hauteur initiale
de film de liquide de´pose´.
la valeur de δ[20] est varie´e pour trouver la solution h
[20]
2 dont la forme polynomiale aux
x2 grands satisfait la condition (5.52a). Il est ensuite ve´rifie´ que les conditions (5.52b) et
(5.52c) sont bien satisfaites.
5.6.3 Re´sultats
La figure 5.10 repre´sente les valeurs nume´riques de δ[20] , calcule´es pour diffe´rentes
valeurs du coefficient Ef , issues de la re´solution nume´rique de l’e´quation d’interface (5.47),
ainsi que la fonction puissance qui les approxime. Cette corre´lation a pour expression :
δ[20] = −30 + 8.8Ef−1/3 + 1000Ef − 35000Ef2 (5.54)
Cette corre´lation ne tend pas vers une valeur finie quand la densite´ de flux de chaleur
impose´e a` la paroi tend vers ze´ro, a` cause du terme en Ef
−1/3. Ceci pose une nouvelle
restriction sur la densite´ de flux impose´e minimale ne´cessaire pour la validite´ du mode`le,
apre`s la restriction impose´e par la forme du parame`tre βa dans l’ine´galite´ (4.11). De plus,
il semble que pour des nombres d’e´vaporation importants, la hauteur du film de´pose´ se
re´duise de manie`re importante. A` cause de la forme de la corre´lation (5.54), il existe donc
un nombre d’e´vaporation au-dessus duquel la hauteur initiale du film de´pose´ serait nulle
ou infe´rieure a` ze´ro, ce qui impose a` son tour une restriction sur la valeur maximale de la
densite´ de flux impose´e. La valeur maximale du nombre d’e´vaporation, pour la validite´
du mode`le, de´pend du nombre capillaire.
La corre´lation globale portant sur la hauteur initiale de film de´pose´ par le me´nisque
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en mouvement peut s’e´crire comme suit, la hauteur δ e´tant exprime´e en me`tre :
δ
RCa2/3
≈
(
1.337− 0.6Ef 4/3
)
+
Ca2/3
2
(
−30 + 8.8Ef−1/3 + 1000Ef − 35000Ef2
)
+O(Ca,Re) (5.55)
La correction apporte´e a` la corre´lation (4.44) de la hauteur de liquide a` l’ordre princi-
pal est positive pour des nombres d’e´vaporation infe´rieurs a` 3.10−2, ce qui veut dire que la
hauteur de liquide de´pose´ par le me´nisque est plus importante que la hauteur de liquide
de´pose´ par un me´nisque isotherme. En effet, la corre´lation (4.44) n’apporte pas de modi-
fication significative a` la corre´lation de Bretherton adimensionne´e δ = 1.337 a` ces valeurs
de nombre d’e´vaporation. Comment l’apport d’une densite´ de flux de chaleur a` un film
de liquide, ge´ne´rant de l’e´vaporation, pourrait augmenter l’e´paisseur de ce film ? Pour
re´pondre a` cette question, il faut d’abord ve´rifier quelle est la correction apporte´e par le
deuxie`me ordre de perturbation en Ca1/3 dans un mode`le isotherme. Si cette correction
augmente de manie`re importante la hauteur de film de´pose´ par le me´nisque, les re´sultats
de notre mode`le anisotherme s’en trouveront justifie´s.
Park et Homsy [63] ont mis en place un mode`le mathe´matique leur permettant de
retrouver la corre´lation de Bretherton dans une bulle isotherme en utilisant un de´veloppe-
ment asymptotique identique a` celui pre´sente´ ici. Toutefois, leur de´veloppement s’arre`te
au premier ordre en fonction du nombre capillaire a` la puissance un tiers, donnant comme
ici une correction nulle. Aucune information sur la correction apporte´e par les termes
en Ca2/3 au proble`me de la hauteur du film de liquide de´pose´ par un me´nisque reculant
anisotherme n’a pu eˆtre trouve´e dans la litte´rature.
Ce calcul a donc e´te´ effectue´ ici, pour la premie`re fois a` notre connaissance. Pour
cela, deux choses sont a` faire. D’abord, puisque le contexte de l’e´tude est ici isotherme,
la densite´ de flux de masse e´vapore´e est nulle. Il faut retirer la contribution de la partie
thermique de l’e´quation d’interface, a` chaque ordre de calcul. Pour l’ordre principal par
exemple, l’e´quation d’interface dans la re´gion de transition s’e´crit :
1
3
dx
(
h3 dx3h
)
+ dxh = 0 (5.56)
Ensuite, le film de liquide de´pose´ a` la paroi par le me´nisque est d’e´paisseur constante,
ce qui ne peut ge´ne´rer suffisament de conditions aux limites pour re´soudre cette e´quation
d’interface. Il faut donc perturber le´ge`rement le film d’e´paisseur constante, graˆce a` une
line´arisation de l’e´quation d’interface (5.56) quand x tend vers −∞. Cette perturbation
est explique´e en de´tail par Bretherton [12], et permet de de´terminer une condition aux
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Figure 5.11: Comparaison entre les corre´lations isotherme et anisotherme portant sur la
hauteur adimensionne´e de film de´pose´ δ. Traits pleins : ϕin = 5 kW.m
−2, pointille´s :
ϕin = 10 kW.m
−2.
limites de l’e´quation d’interface :
lim
x→−∞
h(x) = δ0 + A exp(3
1/3 x) (5.57)
Le coefficient A peut eˆtre de´fini arbitrairement puisque l’e´quation d’interface (5.56)
est invariante par translation suivant l’abscisse x. Une meˆme perturbation permet de
de´terminer que cette condition aux limites est aussi valable pour re´soudre les e´quations
d’interface aux premier et deuxie`me ordres en Ca1/3.
La corre´lation de´coulant de ces calculs isothermes prenant en compte la correction des
termes facteurs de Ca2/3 est la suivante :
δiso ≈ 1.337 + 149.43 Ca
2/3
2
+O(Ca) (5.58)
La correction apporte´e par le deuxie`me ordre en Ca1/3 n’est donc pas force´ment ne´g-
ligeable, en particulier pour des nombres capillaires relativement importants. Cette cor-
rection est de surcroit positive, c’est-a`-dire que le film de liquide de´pose´ par un me´nisque
dans un contexte isotherme posse`de une hauteur plus importante que le laisse sugge´rer la
corre´lation de Bretherton.
Pour comparer les diffe´rentes corre´lations e´voque´es ici, celles-ci sont trace´es en fonction
du nombre capillaire Ca et repre´sente´es sur la figure 5.11. Sur la plage de nombre capillaire
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conside´re´e, la corre´lation (5.54) incluant les effets d’une densite´ de flux de chaleur con-
stante donne des valeurs toujours infe´rieures a` celles fournies par la corre´lation isotherme
(5.58). Une densite´ de flux de chaleur impose´e a` la paroi a donc bien pour effet de re´duire
la hauteur du film de liquide de´pose´ derrie`re le me´nisque. Quand le nombre capillaire
diminue, l’influence de la partie thermique du mode`le prend de l’importance a` travers
un nombre d’e´vaporation en augmentation, a` ϕin fixe´e. Le deuxie`me ordre en Ca
1/3 peut
donc induire une re´duction importante de la hauteur δ. Bien suˆr, plus la densite´ de flux de
chaleur impose´e est importante, plus le nombre d’e´vaporation est grand, et son influence
se fait d’autant plus sentir (courbes pointille´es). A l’inverse, des valeurs de nombre capil-
laire importantes entrainent une re´duction de l’influence relative du nombre E (et donc
de ϕin), bien que la correction apporte´e par l’ordre [20] soit malgre´ tout non ne´gligeable.
La re´duction du champ de validite´ du mode`le peut quand a` elle eˆtre relativement
importante, sans pour autant empie´ter significativement sur la plage de fonctionnement
d’un caloduc oscillant. Cette limitation est la suivante, avec de l’eau comme fluide de
travail :
Eau
Ca = 10−4, 5.10−4<Ef<0.2 : Um =1.7 cm.s
−1 : ϕin < 17 kW.m
−2
Ca = 2.10−3, 5.10−4<Ef<0.2 : Um =34 cm.s
−1 : 6 kW.m−2 < ϕin
Pour de faibles niveaux de vitesse, la limitation basse impose´e a` la densite´ de flux de
chaleur a` la paroi est celle de l’expression du parame`tre βa (ine´galite´ 4.11). En revanche,
la limite haute est relativement contraignante. A` l’inverse, quand la vitesse augmente, le
mode`le ne pourra pas mode´liser de manie`re satisfaisante les faibles contraintes thermiques
applique´es a` la paroi.
5.7 Conclusion
Un bilan interme´diaire sur la monte´e en ordre dans la re´gion du me´nisque a de´ja` e´te´
effectue´ dans la section 5.3. La seule correction non nulle de l’interface liquide-vapeur dans
cette re´gion a e´te´ trouve´e pour l’ordre [20]. Pour progresser dans la de´finition physique
de cette re´gion, il faut re´soudre une e´quation biharmonique sur la fonction de courant
associe´e au champ de vitesse a` l’ordre principal, qu’il n’a pas e´te´ possible d’effectuer ici, a`
cause des temps de calcul tre`s importants. Pour la meˆme raison, les corrections du champ
de tempe´rature calcule´ au chapitre 4 n’ont pu eˆtre obtenues.
Si ce me´moire ne peut pre´senter de re´sultats sur les champs de vitesse et de tempe´rature
dans la re´gion du me´nisque, le cadre the´orique pour les obtenir est cependant parfaitement
de´fini.
En revanche, la connaissance de la correction h
[20]
1 nous a permis de re´soudre com-
ple´tement les mode`les du film et de transition a` cet ordre de perturbation. Il a donc pu
eˆtre de´termine´e une correction a` la hauteur du film de´pose´ a` l’ordre [20]. Une nouvelle
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corre´lation a e´te´ de´finie, ainsi qu’une correction de la corre´lation isotherme de Bretherton
[12]. Cette correction dans un contexte isotherme n’avait, a` notre connaissance, pas e´te´
effectue´e pre´ce´demment, et montre une augmentation sensible de la valeur calcule´e de la
hauteur de film de´pose´, en particulier pour de fortes vitesses. Cependant, il n’est pas
exclu que des calculs effectue´s aux ordres supe´rieurs ponde`re de manie`re importante ces
re´sultats, en particulier en prenant en compte les effets inertiels. Il a d’ailleurs de´ja` e´te´
montre´ expe´rimentalement par Han et Shikazono [32, 33] que ces effets inertiels sur la
hauteur de film initialement de´pose´ par un me´nisque pouvaient eˆtre important.
Il reste a` pre´sent a` nous inte´resser a` la partie arrie`re de la bulle, ou` un me´nisque
avance, soit sur un film de liquide microme´trique, soit sur un film adsorbe´.
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Chapitre 6
Me´nisque arrie`re - Ordre principal
6.1 Me´nisque avanc¸ant sur un film mince de´pose´
6.1.1 Bourrelets de liquide
Puisque les re´gions de re´solution 1 et 5, associe´es aux me´nisques avant et arrie`re, et
les re´gions 2 et 4, associe´es aux transitions entre le film de liquide et les deux me´nisques
posse´dent respectivement les meˆme mode`les, les e´quations d’interface associe´es aux re´gions
4 et 5 a` n’importe quel ordre sont identiques aux e´quations d’interface respectives des
re´gions 2 et 1 aux ordres conside´re´s. Les diffe´rences entre les parties avant et arrie`re
de la bulle de vapeur sont dues aux conditions aux limites utilise´es pour re´soudre ces
e´quations d’interface, ainsi que le domaine de re´solution. En effet, si dans la re´gion 2
l’e´quation (4.25) est re´solue pour des x2 positifs, la position du repe`re associe´ a` la re´gion
de re´solution nume´ro 4 entraine une re´solution de cette meˆme e´quation d’interface (e´crite
dans la re´gion 4) pour des x4 ne´gatifs. Enfin, l’e´tat du film de liquide est de´ja` entie`rement
connu, puisque la hauteur δ a e´te´ determine´e dans le chapitre pre´ce´dent. La longueur Lf
se´parant les repe`res associe´s aux re´gions 3 et 4 de´termine donc exactement les conditions
aux limites applique´es a` l’e´quation d’interface.
Cette e´quation d’interface associe´e a` la zone de transition entre le me´nisque arrie`re
et le film de liquide de´pose´ sur la paroi par le me´nisque avant a` l’ordre principal est la
suivante :
−1
3
dx
(
h
[00]
4
3
dx3h
[00]
4
)
+ dxh
[00]
4 =
Etr βa
βb + Bim h
[00]
4
(6.1)
Cette e´quation est re´solue pour des abscisses x4 ne´gatives, en utilisant les conditions
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Figure 6.1: Profils d’interface de la re´gion de transition arrie`re (re´gion 4) pour diffe´rents
nombres d’e´vaporation. Ca = 7.10−4.
aux limites suivantes :
h
[00]
4 (0) = h
[00]
3 (Lf ) = δ
′[00] (6.2a)
dxh
[00]
4 |0= dxh[00]3 |Lf (6.2b)
dx2h
[00]
4 |0= dx2h[00]3 |Lf (6.2c)
dx3h
[00]
4 |0= dx3h[00]3 |Lf (6.2d)
La re´solution nume´rique de cette e´quation met en e´vidence la cre´ation d’un bourrelet
de liquide entre le film de liquide et le me´nisque, comme repre´sente´ sur la figure 6.1. La
taille de ce bourrelet de liquide est fortement de´pendante de quatre parame`tres distincts :
la densite´ de flux de chaleur impose´e a` la paroi, la vitesse de la bulle, la tempe´rature de
saturation de la phase vapeur, et la longueur du film de liquide de´pose´ par le me´nisque
avant. L’influence de la longueur du film de liquide de´pose´ auquel se rattache le me´nisque
arrie`re est e´vidente puisque ce film s’e´vapore sur toute sa longueur, et la hauteur du film
de liquide est donc diffe´rente si la bulle est petite, c’est-a`-dire si le me´nisque arrie`re arrive
rapidement derrie`re le me´nisque avant de´posant ce film de liquide, ou si la bulle est grande
et que le film de liquide a eu le temps de s’e´vaporer en partie.
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Figure 6.2: Profil de la zone de transition arrie`re pour deux nombres d’e´vaporation. La
courbe bleue posse`de une courbure positive : l’imposant bourrelet a disparu. Ca = 7.10−4.
Dans cette partie ne sont conside´re´es que des longueurs de bulle infe´rieures a` la
longueur d’asse´chement calcule´e dans la section 4.5. Au dela` de cette longueur, la paroi
est asse´che´e et le me´nisque arrie`re avance sur un film adsorbe´, cas de figure qui sera aborde´
dans la section 6.2.
En fixant la tempe´rature de saturation de la phase vapeur et en de´finissant la longueur
de film comme une fraction constante de la longueur d’asse`chement, la taille du bourrelet
peut grandement varier suivant les valeurs prises par le couple de parame`tres (ϕin, Um).
Pour certaines valeurs du nombre d’e´vaporation, variables en fonction du nombre capil-
laire, une discontinuite´ dans la taille de ces bourrelets apparait. Une telle discontinuite´
est repre´sente´e dans la figure 6.2. Pour un meˆme nombre capillaire, et pour deux nombres
d’e´vaporation proches, les solutions de l’e´quation (6.1) pre´sentent des profils d’interface
tre`s diffe´rents. La principale diffe´rence est la valeur de la courbure des deux interfaces.
En effet, la courbe bleue posse`de rapidement une courbure positive, ce qui empe`che la
formation du bourrelet. Les figures 6.1 et 6.2 pre´sentent a` eux deux la variation de la
taille du bourrelet en fonction du nombre d’e´vaporation, pour un nombre capillaire fixe.
Tout se passe comme si le bourrelet grandissait dans de telles proportions qu’il devenait
en fait le me´nisque en soi, laissant les ondulations de l’interface avant le de´veloppement
du bourrelet devenir le bourrelet, qui par la meˆme est de petite taille.
Pour caracte´riser la pre´sence de cette discontinuite´ dans les solutions de l’e´quation
d’interface dans la transition arrie`re, la vitesse de la bulle est a` son tour impose´e, ce
qui fixe la valeur du nombre capillaire. En faisant varier la densite´ de flux de chaleur
impose´e, les hauteurs minimale et maximale du bourrelet de liquide sont mesure´es et
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Figure 6.3: Hauteurs minimale et maximale du bourrelet de liquide en fonction de la
densite´ de flux impose´e a` la paroi. Ca = 7.10−4.
reporte´es sur la figure 6.3. Cette figure fait clairement apparaitre la discontinuite´ dans
la taille du bourrelet, ainsi que la taille tre`s importante que celui-ci peut prendre pour
certaines valeurs de nombre d’e´vaporation. En augmentant encore la valeur de la densite´
de flux de chaleur impose´e, il est possible d’observer a` nouveau une discontinuite´ dans la
taille du bourrelet de liquide. Ce phe´nome`ne est donc re´pe´titif et semble lie´ de manie`re
complexe aux valeurs prises par le couple de parame`tres (ϕin, Um).
Plus la hauteur de ce bourrelet est importante, plus la hauteur de liquide est faible a`
la jonction du bourrelet et du me´nisque. A tel point que se pose la question de la re´alite´
physique de ces bourrelets de grande taille. En effet, les longueurs caracte´ristiques de
la re´gion de transition, qui servent a` simplifier le mode`le associe´ a` cette re´gion, ne sont
clairement pas respecte´es par ce type de solution. Les effets capillaires, qui devraient eˆtre
pre´ponde´rants dans de telles ge´ome´tries d’interface, ne sont pas proprement repre´sen-
te´s par le mode`le tel qu’il est e´crit, ou` viscosite´ et capillarite´ sont suppose´es de meˆme
importance.
De plus, la hauteur de liquide a` la jonction du bourrelet de liquide et du me´nisque
peut devenir tellement faible que les forces de dispersion, qui ne sont pas prises en compte
dans le mode`le pre´sente´ ici, deviennent non ne´gligeables. La physique du bourrelet de
liquide ne pourra donc eˆtre correctement mode´lise´e qu’en prenant en compte la pression
de disjonction dans le bilan des contraintes normales a` l’interface. Le mode`le pre´sente´ ici
ne peut pre´tendre mode´liser la re´gion de transition arrie`re d’une bulle dans cette plage de
parame`tre. La figure 6.3 pre´sente ainsi, entre les deux barres pointille´es rouge, la plage
de parame`tres pour lesquels la hauteur de liquide minimale est de l’ordre de quelques
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Figure 6.4: Discontinuite´s dans la taille des bourrelets de liquide dans le plan (Ca, Ef).
La re´gion grise´e repre´sente la plage de parame`tre e´value´e, pour de l’eau.
centaines de nanome`tres.
En e´tendant l’analyse parame´trique a` diffe´rentes valeurs de nombre capillaire, ainsi que
diffe´rentes valeurs de tempe´rature de saturation et fraction de la longueur d’asse`chement
Lf/Ldry, il est possible de constater que les parame`tres Tsat et Lf/Ldry n’ont pas d’influence
importante sur la position de la discontinuite´ dans le plan (Ca,Ef). En revanche, la figure
6.4 indique que les discontinuite´s dans la taille du bourrelet de liquide sont uniquement
observe´es pour des valeurs particulie`res du nombre d’e´vaporation modifie´ Ef . Les lignes
mate´rialise´es en rouge sur cette figure marquent en effet les valeurs de Ef pre´sentant une
telle discontinuite´, approximativement pour Ef = 0.2 et Ef = 7.10
−3.
La zone grise´e de cette figure 6.4 repre´sente les plages de parame`tres de vitesse de
me´nisque et de densite´ de flux de chaleur qu’il est possible de rencontrer dans un caloduc
oscillant utilisant de l’eau. Pour de l’ethanol par exemple, pour lequel les meˆme calculs
ont e´te´ effectue´s, la viscosite´ dynamique plus importante entraine des valeurs de nombre
capillaire plus importantes pour des vitesses de me´nisque comprises entre 5 mm.s−1 et
30 cm.s−1. Cependant la discontinuite´ dans la taille du bourrelet de liquide est toujours
observe´e pour les meˆmes valeurs du nombre Ef .
Le nombre Ef n’apparait pas dans l’e´quation d’interface (6.1), mais plutoˆt dans les
conditions aux limites qui sont applique´es a` cette e´quation. Ce fait semble indiquer que
c’est l’e´tat du film de liquide au moment ou` le me´nisque arrie`re le remouille qui controˆle
l’e´tablissement et la forme du bourrelet de liquide avant le passage du me´nisque, et non
l’e´tat du me´nisque lui-meˆme.
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6.1.2 Raccord avec le me´nisque
A` l’ordre principal, l’e´quation d’interface associe´e a` la re´gion de re´solution nume´ro 5
est identique a` celle de la re´gion de re´solution 1 (e´quation 4.1) :
Φ
[00]
5 + 1 =
1
h
[00]
5
(
1 + dxh
[00]
5
2
)1/2 − dx2h[00]5(
1 + dxh
[00]
5
2
)3/2 = Constante (6.3)
La re´solution s’effectue par contre pour des x5 positifs, quand l’e´quation d’interface
(4.1) du me´nisque avant est re´solue pour des x1 ne´gatifs, ce qui donne comme expression
du parame`tre d’interface dans la re´gion du me´nisque arrie`re :
h
[00]
5 (x5) =
(
R25 − (x5 −R5)2
)1/2
avec R5 =
2
Φ
[00]
5 + 1
(6.4)
Rien en revanche ne permet de conclure que le rayon de courbure de la portion de
sphe`re mode´lisant le me´nisque arrie`re est e´gale au rayon du tube capillaire contenant la
bulle, comme pour le me´nisque avant. Par ailleurs, le profil de la zone de transition arrie`re
est de´ja` entie`rement connu, ce qui impose la courbure de l’interface dans la re´gion 4 pour
des valeurs de x4 tendant vers −∞.
Pour cette raison il a de´ja` e´te´ e´voque´ dans la section 3.5.3 l’introduction d’une troisie`me
inconnue, devant eˆtre ajoute´e aux deux inconnues R5 et l1 de´ja` pre´sentes dans le mode`le,
repre´sentant la distance axiale entre le repe`re associe´ a` la re´gion 5 et l’intersection entre
la paroi du tube capillaire et une sphe`re de rayon R5. Dans ce cas, la condition de
raccordement entre la re´gion du me´nisque arrie`re et la re´gion de transition arrie`re est
l’e´quation (3.40) qui est reproduite ici :
lim
x4→−∞
(
1− Ca2/3 h4(x4)
)
= lim
x5→−L1
h5(x5) (6.5)
Puisque l’e´quation d’interface (6.1) posse`de une formulation identique a` l’e´quation
d’interface (4.25) associe´e a` la re´gion de transition avant, l’e´tude asymptotique pre´sente´e
dans l’annexe C permet de montrer que le parame`tre d’interface h4 est quadratique quand
x4 → −∞.
lim
x4→−∞
h4(x4) =
(
A0 δ
[00] + A1 s+
A2 s
2
2 δ[00]
)
+
(
A1 +
A2 s
δ[00]
)
x4 +
A2
δ[00]
x24
2
+ o(1) (6.6)
Comme pour l’e´tude de la partie avant de la bulle, le terme de droite de l’e´quation
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(6.5) est de´veloppe´ en se´rie de Taylor au voisinage de la paroi solide, c’est-a`-dire quand
x5 = L1.
h5(x5) = h5(L1) + (x5 − L1)dxh5 |L1 +
(x5 − L1)2
2
dx2h5 |L1 +o(1) (6.7)
En revanche, la de´finition (3.5) donnant la relation entre x4 et x5 est exprime´e en
fonction de la longueur l1, l’e´quation (6.7) peut donc s’e´crire sous la forme suivante :
h5(x5) = h5(L1) +
(
Ca1/3 x4 − l1 − L1
)
dxh5 |L1 +
(
Ca1/3 x4 − l1 − L1
)2
2
dx2h5 |L1 +o(1)
(6.8)
ou encore :
h5(x5) = h5(L1)− (l1 + L1) dxh5 |L1 +
(l1 + L1)
2
2
dx2h5 |L1 +
Ca1/3 x4 (dxh5 |L1 − (l1 + L1) dx2h5 |L1) +
1
2
Ca2/3 x24 dx2h5 |L1 +o(1) (6.9)
En suivant la meˆme de´marche que dans la section 4.4, il est possible d’e´crire les trois
e´quations de raccord entre la re´gion du me´nisque arrie`re et la transition arrie`re a` l’ordre
principal :
h
[00]
5 (L1)− (l1 + L1) dxh[00]5 |L1 +
(l1 + L1)
2
2
dx2h
[00]
5 |L1= 1 (6.10)
A l’ordre Ca1/3 Re0 :
dxh
[00]
5 |L1 − (l1 + L1) dx2h[00]5 |L1= 0 (6.11)
A l’ordre Ca2/3 Re0 :
1
2
dx2h
[00]
5 |−L1= −
A2
2δ[00]
(6.12)
Ce syste`me de trois e´quations a` trois inconnues (R5, L1 et l1) ne posse`de pas de
solutions pour des valeurs du coefficient A2 infe´rieur a` 1. L’e´quation (6.12) indique que
ce coefficient est e´gal a` la deuxie`me de´rive´e du profil du me´nisque arrie`re. Une deuxie`me
de´rive´e infe´rieure a` 1 engendrerait une courbure de l’interface elle-meˆme infe´rieure a` 1, ce
qui n’est pas possible dans notre cas puisque le raccordement pre´sente´ plus haut suppose
une intersection entre le profil the´orique du me´nisque arrie`re et la paroi du capillaire.
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Figure 6.5: Coefficients A2 de la forme quadratique de la zone de transition proche du
me´nisque arrie`re en fonction de la densite´ de flux de chaleur impose´e. Ca = 7.10−4.
Or, la figure 6.5 montre que, pour des densite´s de flux de chaleur imme´diatement
supe´rieures a` la discontinuite´, le coefficient A2 est infe´rieur a` 1, avant d’augmenter et de
de´passer cette valeur. La courbure de l’interface dans la re´gion de transition, pour ces
valeurs de densite´s de flux de chaleur, est trop faible pour que le pre´sent raccordement
puisse s’effectuer.
La figure 6.6 confirme ce re´sultat en repre´sentant les re´sultats de la re´solution du
syste`me d’e´quations (6.10,6.11,6.12), portant sur le rayon du me´nisque arrie`re de forme
sphe´rique, dans les meˆmes conditions que pour la figure 6.3. Les deux barres rouges
mate´rialisent de nouveau la plage de parame`tres pour laquelle la re´solution de l’e´quation
d’interface (6.1) ge´ne`re des bourrelets de liquide de trop grande taille pour eˆtre physique-
ment admissibles. Les barres vertes, quant a` elles, marquent la plage de parame`tres
pour laquelle un raccordement avec le me´nisque arrie`re n’est pas possible, car la cour-
bure de l’interface liquide-vapeur dans la zone de transition est infe´rieure a` 1. La taille
de cette plage de parame`tres est tre`s variable, et ne peut eˆtre lie´e simplement au nom-
bre d’e´vaporation modifie´ Ef comme c’est le cas pour la discontinuite´ dans la taille du
bourrelet de liquide pre´sente´e par la figure 6.4.
6.1.3 Limites de validite´ du mode`le e´tabli
Le traitement analytique relativement classique, pre´sente´ ici, d’un me´nisque avanc¸ant
sur un film de liquide d’e´paisseur microme´trique pre´ce´demment de´pose´, montre ainsi ses
limites. Non seulement la re´solution des e´quations classiques de la dynamique dans des
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Figure 6.6: Rayon de courbure du me´nisque arrie`re en fonction de la densite´ de flux de
chaleur impose´e. Ca = 7.10−4.
films, posse`dant des formes rappelant les hypothe`ses de lubrification, est prise en de´faut
par l’apparition de solutions physiquement inadmissibles, mais de plus certaines autres
solutions ne peuvent admettre de raccordement avec un me´nisque uniquement re´gi par les
forces capillaires.
Cette supposition de la pre´dominance de la capillarite´ ge´ne`re ne´cessairement un me´-
nisque sphe´rique de rayon supe´rieur ou e´gal au rayon du tube capillaire. Des rayons de
me´nisque infe´rieurs sont, en l’e´tat actuel des techniques classiques de re´solution de ces
proble`mes dynamiques, impossibles a` raccorder avec une autre re´gion de re´solution, quelle
qu’elle soit.
Pour des tubes de dimension suffisamment faible, ou` les forces capillaires ont un effet
grandement supe´rieur aux forces de gravite´ ou d’inertie de la phase liquide, la supposition
d’un me´nisque avanc¸ant sur un film de liquide et posse`dant un rayon e´gal au rayon du
tube capillaire est envisageable. Dans ce contexte, l’e´tude asymptotique de Kalliadasis
[41] prend tout son sens. Cependant cette e´tude aboutit ultimement au raccordement des
solutions successives, de re´gion de re´solution en re´gion de re´solution, avec un film adsorbe´
d’e´paisseur nanome´trique. Le raccordement avec un film d’e´paisseur microme´trique, ou`
l’effet des forces visqueuses est bien supe´rieur a` celui des forces de dispersion, parait
beaucoup plus difficile, en particulier dans le contexte de l’e´tude de la dynamique d’une
bulle comple`te ou` le film de liquide est de´ja` de´fini par la re´solution de la partie avant de
cette bulle.
En conclusion, si la dynamique d’un me´nisque reculant dans un tube de dimension
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capillaire et de´posant derrie`re lui un film de liquide commence aujourd’hui a` eˆtre bien
appre´hende´e et mode´lise´e, il n’en est pas de meˆme d’un me´nisque remouillant un film
d’e´paisseur microme´trique, en particulier dans un contexte anisotherme. La mise en place
de nouvelles techniques de re´solutions pour ces proble`mes semble s’imposer meˆme si, pour
le moment, celles-ci ne sont qu’embryonnaires.
6.2 Me´nisque avanc¸ant sur un film adsorbe´
6.2.1 Equation d’interface
Pour mode´liser la dynamique d’un me´nisque avanc¸ant sur un film adsorbe´, il est ne´ces-
saire de prendre en compte une re´gion de transition entre le me´nisque et ce film d’e´paisseur
constante nanome´trique. La physique de cette re´gion de transition se distingue des mo-
de`les de transition e´voque´s jusqu’a` pre´sent par la prise en compte de deux phe´nome`nes
physiques supple´mentaires.
Tout d’abord, un terme mode´lisant la pression de disjonction s’exerc¸ant sur l’interface
liquide-vapeur est ajoute´ au bilan des contraintes normales a` cette interface. Ensuite,
la contribution du saut de pression a` travers l’interface est ajoute´e dans l’e´quation de
Hertz-Knudsen.
L’effet de la pression de disjonction sur l’interface liquide-vapeur, ainsi que sa contri-
bution dans la formation d’un film adsorbe´, ont de´ja` e´te´ e´voque´s dans le premier chapitre
de ce me´moire. Le bilan des contraintes normales a` l’interface a pour expression, a` l’ordre
principal du de´veloppement suivant Ca1/3 et Re (les exposants associe´s a` ce de´veloppement
sont omis pour plus de clarte´) :
Φ + 1 = 1 + dx2h+
ǫ2
h3
(6.13)
Le coefficient ǫ est un adimensionnement de la constante de dispersion :
ǫ =
σ
µUm
√
A
σR2
(6.14)
L’e´quation de Hertz-Knudsen s’e´crit quant a` elle, de manie`re non dimensionnelle, a`
partir de l’expression (A.24) :
Γlg = A (T − Tsat)−B (Φ + 1) (6.15)
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Les coefficients A et B sont de´finis a` partir des coefficients a et b donne´s par les
e´quations (A.23a) et (A.23b), qui sont adimensionne´s pour donner :
A = a
Rhlg
λ
Ca2/3 (6.16a)
B = b
σ hlg
Rϕin
(6.16b)
Le reste du mode`le est identique a` celui de la re´gion de transition a` l’ordre principal
pre´sente´ dans la section 4.3, ce qui entrainent une expression du champ de vitesse axiale
dans la re´gion de transition de la forme :
U = −dxΦ
(
r2
2
− h r
)
− 1 (6.17)
Ce qui aboutit a` l’expression de la densite´ de flux de masse liquide suivante :
Γ =
1
3
h3 dxΦ− h (6.18)
De son coˆte´, le champ de tempe´rature dans cette re´gion s’e´crit sous la forme :
T = −Γlg r + 1− Γ
lg
Bim
(6.19)
L’introduction de cette expression dans l’e´quation de Hertz-Knudsen (6.15) donne la
densite´ de flux de masse e´vapore´e a` l’interface liquide-vapeur :
Γlg =
βc − B′Φ
βb + Bim h
(6.20)
ou` les parame`tres B′, βb et βc sont de´finis par :
B′ = BBim
A
βb = 1 +
Bim
A
βc = 1− Bim Tsat − B′
 (6.21)
Graˆce au bilan de masse (3.21b) du mode`le de transition, e´crit a` l’ordre principal, et
au bilan des contraintes (6.13), le mode`le parame`trant l’interface liquide-vapeur dans la
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re´gion de transition entre un me´nisque avanc¸ant et un film adsorbe´ peut s’e´crire :
−1
3
dx
(
h3 dxΦ
)
+ dxh = Etr
βc −B′Φ
βb + Bim h
(6.22a)
Φ = dx2h+
ǫ2
h3
(6.22b)
6.2.2 Conditions aux limites
Aucune densite´ de flux de masse e´vapore´e ni champ de vitesse ne peut se de´velopper
dans un film adsorbe´, a` cause de l’influence pre´ponde´rante de la pression de disjonction
au regard de la capillarite´. Cette absence d’e´vaporation dans un film adsorbe´ permet de
de´finir le saut de pression a` l’interface liquide-vapeur dans ce film, note´e Φ0 dans la suite.
En effet, le terme Γlg dans l’e´quation (6.20) devient nul dans ce film, ce qui impose :
Φ0 =
βc
B′
(6.23)
Puisque la pression de disjonction est l’unique contrainte ayant un effet non-ne´gligeable
sur le film adsorbe´ et que le saut de pression dans cette zone est a` pre´sent connu, la hauteur
du film adsorbe´e, note´e δ0 par la suite, provient simplement de la de´finition de la pression
de disjonction :
δ30 =
ǫ2
Φ0
(6.24)
6.2.3 Changement de variables et e´tude asymptotique
Pour pouvoir eˆtre re´solue, l’e´quation d’interface (6.22) doit d’abord eˆtre redimension-
ne´e. La premie`re e´tape consiste a` adimensionner (6.22b) pour la rendre inde´pendante du
parame`tre ǫ. De nouveaux parame`tres d’interface et saut de pression sont donc de´finis,
ainsi qu’un nouveau parame`tre de position axiale :
h = ǫH , x = ǫX et Φ = ǫ−1 Φ∗ (6.25)
Les e´quations (6.22) deviennent alors :
−1
3
dX
(
H3 dXΦ
∗
)
+ dXH = Etr βc
1− Φ∗/(ǫΦ0)
βb + Bim ǫH
(6.26a)
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Φ∗ = dX2H +
1
H3
(6.26b)
Ces e´quations sont associe´es aux conditions aux limites suivantes :
lim
X→+∞
H =
δ0
ǫ
= (ǫΦ0)
−1/3 , lim
X→+∞
Φ∗ = ǫΦ0 (6.27)
La deuxie`me e´tape est de travailler avec des conditions aux limites constantes, ide´ale-
ment e´gales a` un. Un nouveau changement de variables est pose´ :
H = (ǫΦ0)
−1/3 η , Φ∗ = ǫΦ0Ψ et X = (ǫΦ0)
−2/3 ξ (6.28)
Le proble`me associe´ a` la re´gion de transition entre le me´nisque arrrie`re et un film
adsorbe´ peut donc s’e´crire :
−1
3
dξ
(
η3 dξΨ
)
+ (ǫΦ0)
−1 dξη =
Etr βc(1−Ψ)
βb (ǫΦ0)
4/3 + Bim ǫ2Φ0 η
(6.29a)
Ψ = dξ2η +
1
η3
(6.29b)
lim
ξ→+∞
η = 1 , lim
ξ→+∞
Ψ = 1 (6.30)
L’e´quation (6.29) est une e´quation diffe´rentielle d’ordre quatre reque´rant quatre condi-
tions aux limites et non simplement les deux donne´es ici. Il est donc ne´cessaire d’effectuer
une e´tude asymptotique de (6.29) pour des ξ grands. Cette e´tude asymptotique ge´ne`re
des conditions perturbe´es remplac¸ant les conditions (6.30), qui rendent possible la re´-
solution de l’e´quation d’interface, ainsi que l’obtention d’un re´sultat non-trivial. Cette
perturbation est obligatoire, puisqu’un film d’e´paisseur constante e´gale a` la hauteur du
film adsorbe´ est une solution du proble`me (6.29), (6.30).
Les fonctions suivantes sont donc de´finies :
η = 1 + η′ , Ψ = 1 + Ψ′ quand ξ → +∞ (6.31)
Les fonctions η′ et Ψ′ sont tre`s petites devant 1 pour des ξ grands. Dans cette limite
des ξ grands, les e´quations (6.29) se simplifient et deviennent :
−1
3
dξ2Ψ
′ + (ǫΦ0)
−1 dξη
′ = −βdΨ′ (6.32a)
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Figure 6.7: Racines de l’e´quation (6.36) pour de l’eau a` diffe´rentes densite´s de flux de
chaleur et vitesses du me´nisque impose´es.
Ψ′ = dξ2η
′ − 3η′ (6.32b)
avec βd =
Etr βc
βb (ǫΦ0)
4/3 + Bim ǫ2 Φ0
(6.33)
Il ne reste a` pre´sent qu’a` re´soudre une e´quation diffe´rentielle d’ordre 4 portant sur η′ :
−1
3
dξ4η
′ + (βd + 1)dξ2η
′ + (ǫΦ0)
−1 dξη
′ − 3βd η′ = 0 (6.34)
La solution de cette e´quation peut s’e´crire sous la forme :
η′ = A1 e
λ1 ξ +A2 e
λ2 ξ +A3 e
λ3 ξ +A4 e
λ4 ξ (6.35)
ou` les coefficients λi, i allant de 1 a` 4, sont les racines de l’e´quation caracte´ristique associe´e
a` l’e´quation diffe´rentielle (6.34), qui a pour expression :
−1
3
r4 + (βd + 1) r
2 + (ǫΦ0)
−1 r − 3βd = 0 (6.36)
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La figure 6.7 repre´sente les racines de cette e´quation caracte´ristique pour de l’eau et
diffe´rentes valeurs de vitesse, de densite´ de flux de chaleur et de tempe´rature de saturation.
Pour chaque jeu de parame`tres, deux racines sont re´elles et positives, tandis que les deux
autres sont complexes conjugue´es et a` partie re´elle ne´gative. Le meˆme calcul effectue´
pour d’autres fluides pre´sente des racines de meˆme nature, meˆme si leurs valeurs sont
diffe´rentes, bien entendu. Puisque les fonctions de perturbation η′ et Ψ′ ne doivent pas
diverger pour des λ grands, les deux coefficients A3 et A4 lie´s aux racines positives de la
solution sont pris e´gaux a` ze´ro. Le parame`tre d’interface modifie´ η peut donc s’e´crire de
la fac¸on suivante :
η = 1 + eλRe ξ (A1 cos(λIm ξ) + A2 sin(λIm ξ))
ou` λ1 = λ2 = λRe + iλIm avec λRe < 0 (6.37)
La pre´sence des fonctions trigonome´triques dans l’expression de η, venant de la par-
tie imaginaire non-nulle des racines λi dont la partie re´elle est ne´gative, indique que le
raccordement avec le film adsorbe´ se fera sous forme d’oscillations, ou d’ondulations de
l’interface liquide-vapeur, autour d’une hauteur de film adimensionne´e 1, avant que la
fonction exponentielle n’atte´nue ces oscillations.
L’ondulation du film adsorbe´ au niveau de la ligne triple, c’est-a`-dire du raccordement
entre le me´nisque et ce film, a de´ja` e´te´ rapporte´e par Benselama et al. [8], quoique dans
un cas de figure un peu diffe´rent que celui pre´sente´ ici. En effet, ces derniers envisageaient
trois effets physiques importants dans la re´gion de la ligne triple, se concre´tisant par trois
termes distincts dans l’e´quation d’interface : un terme mode´lisant l’effet des forces de cap-
illarite´ et de viscosite´, ayant une forme identique au terme de visco-capillarite´ pre´sent dans
notre e´quation d’interface ; un terme de transfert de chaleur provenant d’une tempe´ra-
ture impose´e a` la paroi, ayant une forme tre`s proche du membre de droite de l’e´quation
(6.29a) ; enfin une terme de thermo-capillarite´ fonction du nombre de Marangoni mod-
e´lisant la perturbation de l’interface liquide-vapeur suivant les variations de la tension de
surface en fonction de la tempe´rature a` l’interface.
La seule diffe´rence fondamentale entre le mode`le de´veloppe´ ici et celui de Benselama
et al. [8] est que ce dernier terme thermo-capillaire est remplace´ dans notre cas par un
terme provenant du de´placement de la ligne triple avec le me´nisque le long de la paroi.
Benselama de´finit un nombre de Marangoni critique pour discriminer entre les solutions
monotones et ondule´es, ce qui semble indiquer que, dans l’e´quation d’interface (6.34),
c’est la pre´sence du terme dξη qui entraine la perturbation de la ligne triple. Un autre
argument en faveur de la responsabilite´ du de´placement du me´nisque dans la perturbation
de la ligne triple est le rapport de Wayner et al. [85], sur le meˆme sujet d’un me´nisque se
raccordant a` un film adsorbe´ et soumis a` une diffe´rence de tempe´rature entre la paroi et la
vapeur, et ou` ne sont pris en compte que les termes capillaire et thermique, commun a` la
fois aux travaux de Benselama et al. et a` ceux pre´sente´s ici. Wayner et al. n’observent pas
quant a` eux une ondulation du film adsorbe´ au niveau de la ligne triple. Une comparaison
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de ces trois travaux est pre´sente´e dans le tableau suivant :
Capillarite´/viscosite´ Thermique Thermo-capillarite´ De´placement
dξ(η
3dξ3η)) (1− Φ)/(1 + η) dξη
Wayner [85] X X × ×
Benselama[8] X X X ×
Voirand X X × X
Puisque l’e´quation caracte´ristique (6.36) associe´e a` l’e´quation line´arise´e (6.34) ne
pre´sente pas de racines re´elles ne´gatives sur la plage de parame`tres qui nous inte´resse,
les ondulations du film adsorbe´ au niveau de la ligne triple sont toujours pre´sentes dans
un syste`me ou` cette ligne triple est en de´placement le long de la paroi. A` l’inverse, l’effet
des forces thermo-capillaires observe´es par Benselama et al. [8] peuvent quant a` elles
engendrer des solutions stables (racines λi re´elles ne´gatives) pour certaines valeurs du
nombre de Marangoni.
Les ondulations de l’interface liquide-vapeur au niveau de la ligne triple, en entrainant
des variations de la pente et de la courbure de cette interface, vont ge´ne´rer des recircula-
tions du liquide, comme ce qui peut eˆtre observe´ dans le cadre de l’effet Marangoni, ou`
les variations de tempe´rature le long de l’interface entrainent une variation de la tension
de surface a` l’interface liquide-vapeur, des variations de la courbure, des variations de
pression le long de l’interface, et donc des recirculations. Attention cependant a` ne pas
confondre cet effet thermo-capillaire avec les recirculations rencontre´es ici. En effet le
rapport de Wayner et al. [85] et le pre´sent calcul indiquent bien que le responsable des
ondulations de l’interface liquide-vapeur n’est pas la diffe´rence de tempe´rature entre la
paroi solide et cette interface, mais bien le de´placement de la ligne triple le long de la
paroi.
6.2.4 Re´solution de l’e´quation d’interface
Graˆce a` l’e´quation (6.37) et la de´finition asymptotique du saut de pression Ψ′ par
l’e´quation (6.32b), l’e´quation (6.29) posse`de quatre conditions aux limites ge´ne´rant une
solution non triviale de cette e´quation. Ces conditions aux limites sont les expressions
asymptotiques de η et Ψ, ainsi que leurs de´rive´es par rapport au parame`tre ξ.
Cette e´quation (6.29) est d’ailleurs invariante par translation du parame`tre ξ, ce qui
permet de fixer arbitrairement l’abscisse de de´marrage de la re´solution, qui sera prise a`
des ξ positifs et assez grands pour que les fonctions η′ et Ψ′ soient assez faibles. De cette
fixation arbitraire de l’abscisse initiale de´coule la possibilite´ de la de´finition arbitraire
d’une des constantes d’inte´gration entrant dans la de´finition de η, par exemple A1 =
1. En revanche, un crite`re de re´solution doit eˆtre de´fini pour pouvoir de´terminer la
dernie`re constante d’inte´gration A2. Wayner et al. [85] ont de´termine´ cette dernie`re
constante en ajustant la solution obtenue a` des profils mesure´s expe´rimentalement. Ce
crite`re permet de ge´ne´raliser une campagne d’essai, mais reste une approche locale de
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Figure 6.8: Deux profils d’interface de la re´gion de transition arrie`re se raccordant a` un
film adsorbe´. ϕin = 5 kW.m
−2, Um = 2 cm.s
−1.
la re´solution. Benselama et al. [8] ont, quant a` eux, impose´ la hauteur a` une abscisse
donne´e, typiquement η(0) = 1.5, ce qui permet une de´finition plus ge´ne´rale, puisque le
proble`me est invariant par translation axiale, rappelons-le.
Cependant, la figure 6.8 montre que le couple de parame`tre (ϕin,Um) peut ge´ne´rer un
bourrelet de liquide de taille assez importante a` la jonction avec le film adsorbe´, ce qui
entraine une influence importante du coefficient A2 sur le profil d’interface de la zone de
transition entre le film et le me´nisque. Ainsi, pour le couple de parame`tre (ϕin,Um), deux
solutions remplissant la condition η(0) = 1.5 peuvent eˆtre trouve´es. L’obtention d’une
solution a` l’e´quation d’interface dans ces conditions semble donc reposer, quoiqu’il arrive,
sur des conditions arbitraires.
6.3 Conclusion
Ce chapitre est se´pare´ en deux grandes partie.
D’une part, les calculs portant sur un me´nisque remouillant un film de liquide mi-
crome´trique laissent a` penser que le mode`le utilise´ n’est pas adapte´ pour de´crire ces con-
ditions particulie`res d’un me´nisque anisotherme reculant sur un film de cette e´paisseur.
En effet, les solutions de l’e´quation d’interface dans la re´gion de transition entre le film et
le me´nisque montrent, pour certains jeux de parame`tres, des bourrelets de liquide de taille
tre`s importante. Dans ces bourrelets, la capillarite´ devrait prendre le pas sur la viscosite´.
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Or, le mode`le de transition n’est pas adapte´ pour repre´senter cette physique. De plus,
pour certaines valeurs discre`tes du nombre d’e´vaporation modifie´ Ef , une discontinuite´ de
la taille de ces bourrelets peut eˆtre observe´e, ce qui reste encore physiquement inexplique´.
D’autre part, le mode`le d’un me´nisque remouillant un film adsorbe´, laisse´ par l’e´vapo-
ration comple`te du film de liquide, pre´sente une ondulation de l’interface liquide-vapeur
au niveau de la ligne triple. En s’appuyant sur les re´sultats publie´s par Wayner et al. [85]
et Benselama et al. [8], il est possible de montrer que ces ondulations sont dues, non pas
au transfert de chaleur dans le film, mais plutoˆt au de´placement de la ligne triple sur la
paroi du tube capillaire.
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Chapitre 7
Mode´lisation de la phase vapeur -
Re´gime transitoire
L’objectif de ce chapitre est d’e´tablir un mode`le thermodynamique de la vapeur con-
stituant la bulle, et d’utiliser les re´sultats des chapitres pre´ce´dents pour mode´liser le
comportement global d’une bulle sous un chargement thermique. Le traitement et la re´-
solution de ce mode`le reste pour l’instant parcellaire. Seule le cas de me´nisques reculants
sera traite´ dans ce chapitre. Mais l’objectif est aussi de montrer qu’a` partir de ces premiers
re´sultats, il est envisageable de construire un mode`le thermodynamique transitoire com-
plet d’un re´seau de bulles, chauffe´es ou non, et par la` d’obtenir de pre´cieuses informations
sur le fonctionnement d’un caloduc oscillant.
Nous allons tout d’abord e´tablir le mode`le thermodynamique de la phase vapeur. En-
suite, il sera effectue´ un changement de repe`re dans les mode`les associe´s aux re´gions du
film de liquide et de la transition, en y ajoutant un terme transitoire. Ce changement
de repe`re permet de mode´liser un film qui s’e´vapore dans le temps. Dans la re´gion de
transition entre le me´nisque et le film, il sera montre´ que le terme transitoire est ne´g-
ligeable a` l’ordre principal de perturbation, ce qui permet d’utiliser les re´sultats obtenus
pre´ce´demment sur la hauteur de film de´pose´ par le me´nisque.
7.1 Thermodynamique de la phase vapeur
La bulle de vapeur conside´re´e ici est un syste`me ferme´ qui voit sa masse augmenter
inde´finiment a` cause de l’e´vaporation a` l’interface liquide-vapeur. Cet apport de masse
a` la phase vapeur est effectue´ a` tempe´rature de saturation. Il a un effet sur la forme
de l’interface, et donc sur la dynamique de la phase liquide. L’augmentation de masse
de la bulle de vapeur peut se traduire par une augmentation de volume et/ou de pres-
sion. L’augmentation de volume se traduit par une augmentation de la longueur du film
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Lf , les autres dimensions du syste`me n’ayant pas une capacite´ de variation importante.
L’augmentation de pression entraine, quant a` elle, une augmentation de la tempe´rature de
saturation de la phase vapeur, ce qui influence le flux de masse e´vapore´e. Finalement, nous
allons constater que la tempe´rature de la vapeur n’e´volue pas avec la meˆme dynamique
que la tempe´rature de saturation.
La bulle est conside´re´e a` pression uniforme. Cette hypothe`se implique que la forme
de l’interface de notre syste`me ne sera de´pendante que d’un seul parame`tre coˆte´ vapeur,
a` savoir sa tempe´rature d’e´quilibre. (cf. relation constitutive de l’annexe A).
Sans asse`chement de la paroi du capillaire, les me´nisques avant et arrie`re ne sont
finalement couple´s qu’a` travers la phase vapeur, puisque celle-ci induit une variation de
la longueur de film. Cette variation de longueur conduit non seulement a` une variation
des conditions aux limites pour la re´solution du proble`me lie´ aux me´nisques, mais modifie
aussi leurs vitesses respectives.
La variation temporelle de masse de la phase vapeur est directement lie´e au flux de
masse e´vapore´e :
dtmv =
∫
int
GlgdS (7.1)
La masse et le volume de la bulle sont naturellement relie´s par :
mv = ρv Vv (7.2)
Le premier principe de la thermodynamique fournit un bilan d’e´nergie pour la phase
vapeur. La variation d’e´nergie interne du syte`me vapeur est e´gale a` l’e´nergie apporte´e par
l’augmentation de masse, a` laquelle il faut rajouter le travail des forces de pression. Si la
paroi du capillaire s’asse`che, il faut aussi ajouter a` ce bilan d’e´nergie l’apport direct de
chaleur de la paroi a` la phase vapeur, note´ dtQ.
cv,v dt(mvTv) = cp,v Tv dtmv − pv dtVv + dtQ (7.3)
La phase vapeur est conside´re´e compressible, sa masse volumique e´tant lie´e a` sa tem-
pe´rature et a` sa pression par la loi des gaz parfaits :
pv = ρv Rs Tv (7.4)
Rs est la constante spe´cifique du fluide conside´re´, s’exprimant comme le rapport entre la
constante des gaz parfaits, Rg, et la masse molaire de ce fluide. Cette constante spe´cifique
peut eˆtre relie´e aux capacite´s thermiques massiques cp,v et cv,v par la relation de Mayer :
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Rs = cp,v−cv,v. Ainsi, le bilan d’e´nergie (7.3) peut eˆtre re´e´crit pour exprimer les variations
de tempe´rature dans la phase vapeur :
dtTv =
Rs Tv
cv,v
(
dtmv
mv
− dtVv
Vv
+
dtQ
pv Vv
)
(7.5)
La variation temporelle de masse peut eˆtre de´finie a` partir de la relation (7.2) :
dtmv = ρv dtVv + Vv dTρv dtTv + Vv dpρv dtpv (7.6)
En isolant la variation de pression dans cette expression, et en remplac¸ant le terme
dtTv par l’e´quation (7.5), la relation de´crivant la variation de pression s’e´crit :
dtpv = γs pv
(
dtmv
mv
− dtVv
Vv
)
+
Rs
cv,v
dtQ
Vv
(7.7)
La constante γs est le rapport des capacite´s thermiques massiques cp,v/cv,v.
Remarquons de`s a` pre´sent la relation entre les variations de tempe´rature et de pression
dans la phase vapeur, accessible a` partir des e´quations (7.5) et (7.7) :
ρv cp,v dtTv = dtpv +
dtQ
Vv
(7.8)
Les e´quations (7.5) et (7.7) permettent ainsi de connaitre les variations de tempe´rature
et de pression dans la bulle a` partir des variations de masse, de volume et e´ventuellement
l’apport de chaleur, si la paroi s’asse`che en partie. Si la forme de la bulle est connue, alors la
variation de masse peut facilement eˆtre exprime´e par (7.1). Pour ce qui est des variations
de volume, l’impe´dance que l’inertie et la viscosite´ des bouchons de liquide opposent
au mouvement des me´nisques doit eˆtre quantifie´e. En effet, c’est cette impe´dance qui
empe`che le volume de la bulle de s’adapter parfaitement et instantane´ment a` la variation
de sa masse. Si la paroi est totalement mouille´e, c’est-a`-dire si aucun flux de chaleur n’est
apporte´ directement a` la phase vapeur, cette impe´dance est ainsi entie`rement responsable
de l’augmentation de pression et de tempe´rature de la bulle.
Il y a maintenant une centaine d’anne´es, Lucas [48] et Washburn [84] ont applique´ le
bilan de quantite´ de mouvement a` un bouchon de liquide contenu dans un capillaire et
soumis a` une diffe´rence de pression entre l’amont et l’aval du bouchon. Dans notre cas,
les bouchons de liquide sont soumis a` une diffe´rence entre la pression vapeur pv et une
pression quelconque loin de la bulle e´tudie´e, note´e p∞. Suivant les cas envisage´s, cette
pression a` l’infini pourra eˆtre diffe´rente pour les bouchons avant et arrie`re. Cette pression
p∞ peut aussi eˆtre comprise comme la pression reˆgnant dans une bulle adjacente, mais
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ce cas de figure ne sera pas aborde´ ici. Le bilan inte´gral de quantite´ de mouvement selon
Lucas et Washburn est donne´ par Bosanquet [10], et peut s’e´crire, avec les notations de
ce me´moire, pour un bouchon de liquide de longueur L, de masse ml et de vitesse vl :
ml dtvl + 8 π µL vl = (pv − p∞) π R2 (7.9)
En conside´rant le liquide incompressible, il est possible d’e´crire la vitesse vl du bouchon
de liquide comme la variation dans le temps de la position du me´nisque associe´ (le flux
de masse e´vapore´e au niveau de ce dernier est suppose´ faible). Le bilan de quantite´ de
mouvement (7.9) peut s’e´crire :
ml dt2Lb + 8 π µLdtLb = (pv − p∞) π R2 (7.10)
La longueur Lb repre´sente ici la position du me´nisque pre´sent entre le bouchon de
liquide et la bulle de vapeur dans un repe`re absolu lie´ a` la paroi solide du capillaire dans
lequel se de´place la bulle.
7.2 Apport de chaleur a` la phase vapeur
Si le film de liquide repose suffisamment longtemps sur la paroi du capillaire, cette
dernie`re peut s’asse´cher, et eˆtre ainsi en contact avec la phase vapeur. La quantite´ de
chaleur apporte´e de la paroi a` la bulle doit alors eˆtre prise en compte dans le bilan d’e´nergie
de la phase vapeur. Nous conside´rons que cette quantite´ de chaleur est transfe´re´e de la
paroi a` la vapeur par convection. La tempe´rature de la paroi asse´che´e varie axialement,
parce qu’elle s’asse`che au fur et a` mesure. Il est impe´ratif de ve´rifier a posteriori que le
flux de chaleur axial dans la paroi solide est ne´gligeable devant le flux radial. Enfin, la
tempe´rature de la vapeur est suppose´e uniforme a` un instant t, et la dynamique du trans-
fert de chaleur entre la paroi et la bulle est plus rapide que la variation de la tempe´rature
globale de la bulle. Dans ces conditions, il est possible d’e´crire la relation suivante :
dtQ = 2 π RHv
∫ La
0
(Tw(x)− Tv) dx , (7.11)
Le coefficient de transfert entre la paroi et la vapeur est note´ Hv. Ce coefficient est
difficile a` de´terminer en pratique, d’autant qu’il est suppose´ que la vitesse de la phase
vapeur est assez faible pour eˆtre ne´gligeable. Il peut-eˆtre e´value´ en premie`re approche de
l’ordre de 1 W.m−2.K−1, ou de l’ordre du coefficient de transfert radiatif. La longueur
La repre´sente la longueur axiale de la paroi asse´che´e en contact direct avec la vapeur. La
paroi du capillaire est en cuivre (ou en tout autre mate´riau re´pute´ bon conducteur), et
toutes les grandeurs physiques associe´es a` ce mate´riau sont indice´es c. Il reste a` de´terminer
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la tempe´rature de la paroi solide en fonction du temps. Le nombre de Biot est petit (de
l’ordre de 10−5), c’est-a`-dire que la conductance thermique du cuivre est suppose´e grande
devant la conductance thermique de la vapeur dans le capillaire, ou celle de l’air ambiant
exte´rieur, ce qui permet de ne´gliger l’effet du transfert par conduction a` travers l’e´paisseur
de la paroi du capillaire. Le bilan d’energie applique´ a` la paroi s’e´crit donc simplement :
ϕin = ρc cp d dtTw +Hext (Tw − Text) +Hv (Tw − Tv) (7.12)
La grandeur cp repre´sente la capacite´ thermique massique du mate´riau constituant la
paroi solide du capillaire, et d est son e´paisseur. Nous conside´rons qu’au moment ou` la
paroi s’asse`che, elle se trouve a` la tempe´rature de la vapeur, l’e´paisseur de liquide e´tant
tre`s faible juste avant cet asse`chement.
Tw(tdry) = Tv (7.13)
7.3 Modification du mode`le de la phase liquide
Le mode`le de comportement de la vapeur est lie´ au mode`le liquide, de´ja` e´tudie´ dans
les chapitres pre´ce´dents, par la position de l’interface liquide vapeur a` un temps t donne´
en fonction de la pression re´gnant dans la phase vapeur et des vitesses des me´nisques
de´limitant la bulle. Si jusqu’a` pre´sent le repe`re associe´ aux deux mode`les du film et
de la transition se de´plac¸aient avec le me´nisque, ils vont maintenant eˆtre de´finis dans le
re´fe´rentiel du laboratoire (repe`re (x0,r0) dans la figure 7.1) pour des raisons de commodite´.
Le bilan de masse dans la phase liquide donne´ par les e´quations (2.33a) et (2.33b) doit
δ0δ0
r0
x0
ϕin
Lb
l0
h(x)
R
UmUm
Hext Text
Vapeur
Liquide
3 2 1
Figure 7.1: Proble`me d’une bulle en expansion. Les re´gions de 1 a` 3 sont le me´nisque, la
transition et le film de liquide de´pose´, respectivement.
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donc eˆtre modifie´ et s’e´crit comme suit:
dth+ dx
(∫ R
h(x)
U r dr
)
= E h(x) Γlg (7.14)
Pour e´tablir cette dernie`re e´quation dans les repe`res lie´s aux re´gions de transition
(indice´e 2) et du film de liquide (indice´e 3), les changement de repe`res suivant ont e´te´
effectue´s :
r2 = (1− r0)Ca−2/3 ; x2 = (x0 + Lb − l0)Ca−1/3
r3 = (1− r0)Ca−2/3 ; x3 = x0
 (7.15)
Les grandeurs r0, x0, l0 et Lb sont celles de´finies en figure 7.1. Le repe`re lie´ a` la
re´gion de transition n’est pas diffe´rent de celui de la de´finition (7.15), si la variation de la
vitesse du me´nisque est suppose´e suffisamment faible pour pouvoir ne´gliger l’acce´le´ration
d’entrainement lie´e au de´placement du repe`re. La vitesse instantane´e du me´nisque (Um =
dtLb) est toujours utilise´e pour adimensionner le proble`me lie´ a` la re´gion de transition, et
le temps caracte´ristique est de´fini par R/Um.
Les expressions de la vitesse axiale dans la phase liquide dans les re´gions de transition
et du film a` l’ordre principal, le seul envisage´ dans ce chapitre (les exposants [00] sont
omis pour plus de clarte´), s’e´crivent :
U2 = −dx3h2
(
r22
2
− h2 r2
)
− 1 (7.16)
U3 = 0 (7.17)
Le bilan (7.14), e´crit dans chaque re´gion de re´solution a` l’ordre principal, me`ne donc
aux e´quations d’interface suivantes :
−1
3
dx
(
h32 dx3h2
)
+ dxh2 = Etr Γ
lg
2 (7.18)
−dth3 = Ef Γlg3 (7.19)
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Le proble`me thermique n’est pas diffe´rent de celui re´solu dans la section 4.2, la densite´
de flux de masse e´vapore´e adimensionne´e s’e´crit donc :
Γlgi =
βa
βb + Bim hi
(7.20)
avec i = 2 dans la re´gion de transition, et i = 3 dans la re´gion du film. Les parame`tres
βa et βb sont les meˆmes que dans la de´finition (4.9).
Les e´quations d’interface (7.18) et (7.19) ne sont en elles-meˆme pas diffe´rentes des
e´quations d’interface (4.25) et (4.13). Elles ont simplement e´te´ reformule´es dans un nou-
veau repe`re pour prendre en compte l’e´vaporation au cours du temps, et a` une abscisse
pre´cise, du film de liquide de´pose´. Ce film de liquide est donc suppose´ immobile, et la
variation de sa hauteur a` une abscisse donne´e n’est due qu’a` son e´vaporation.
L’e´quation (7.19) est soumise a` la condition initiale h3(t = t0) = δ0. Le temps t0
initial, auquel est de´pose´ une e´paisseur de liquide δ0, est fonction de l’abscisse conside´re´e.
L’interface liquide-vapeur dans la re´gion du film de liquide peut donc eˆtre parame´tre´e
comme suit :
h3(x, t) =
1
Bim
(
−βb +
√
(βb + Bim δ0(x))
2 − 2BimEf βa (t− t0(x))
)
(7.21)
Le temps t0, e´crit de manie`re dimensionnelle, peut eˆtre e´value´ au premier ordre par
la grandeur x/Um. Les conditions aux limites impose´es pour la re´solution de l’e´quation
d’interface (7.18) sont donc identiques a` celles de´finies par les e´quations (4.26). Il est
alors possible d’utiliser les re´sultats de la section 4.5, en particulier la corre´lation (4.44)
de´crivant la hauteur du film de liquide de´pose´ par le recul du me´nisque a` un instant pre´cis.
7.4 Me´thode de re´solution
7.4.1 Expressions inte´grales
La difficulte´ principale dans la re´solution de ce proble`me provient de l’expression de
la parame´trisation (7.21) de l’interface dans la re´gion du film de liquide. En effet, a` un
temps t, la forme de l’interface dans cette re´gion est fonction de tous les temps pre´ce´dents,
puisque les conditions initiales t0 et δ0 se de´finissent the´oriquement comme suit :
t0(x) =
∫ x
L0
dx′
dtLb(x′)
(7.22)
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δ0(x) = 1.337
(
µ dtLb(x)
σ
)2/3
− 0.6
(
ϕin
ρ hlg dtLb(x)
)4/3
(7.23)
Ici la longueur L0 repre´sente la longueur initiale de la bulle. Pour de´finir le volume de
la bulle de vapeur, la contribution de la re´gion de transition n’est pas conside´re´e, car le
volume de la phase vapeur en vis-a`-vis est tre`s faible devant celui du me´nisque et du film.
Le volume de vapeur a donc pour expression :
Vv = Vm + π
∫ Lb
0
h23(x, t) dx (7.24)
La fonction Vm repre´sente le volume des deux me´nisques.
Enfin, pour ne rien arranger, puisque la pression dans la phase vapeur est elle aussi
fonction du temps, l’e´quation (7.10) admet comme solution, en vitesse du me´nisque :
dtLb =
e−t/τ
π ρL
∫ t
0
(pv(t
′)− p∞) et′/τ dt′ ; τ = ml
8π µL
(7.25)
Toutes ces expressions inte´grales ne permettent pas une re´solution analytique aise´e
du proble`me vapeur, quand bien meˆme elle serait effectivement re´alisable. Il est donc
pre´fe´rable de discre´tiser le mode`le, pour acce´der aux solutions qui nous inte´ressent.
7.4.2 Discre´tisation
Dans cette discre´tisation, la plupart des parame`tres du mode`le (tempe´rature, pression,
volume, masse, ...) sont uniquement fonction du temps. Seul le parame`tre d’interface h
est fonction a` la fois de la position axiale et du temps. Mais cette de´pendance axiale
de h est elle-meˆme fonction du temps. En effet, la position et la vitesse a` un instant t
d’un me´nisque reculant de´termine la hauteur de film qui est de´pose´e a` la paroi a` cette
position. Ensuite, cette hauteur de liquide, a` cette position donne´e, n’est plus fonction
que du temps, puisqu’il s’agit de la vaporisation d’un film immobile a` l’ordre principal.
La difficulte´ ici est la mise en place d’une discre´tisation axiale du film, dont la longueur
varie dans le temps.
Une seule discre´tisation temporelle est donc impose´e. Pendant ce pas de temps ∆t,
le me´nisque se de´place d’une longueur Lb i+1 − Lb i, distance a` laquelle est de´pose´ un
film dont la hauteur est fonction de la vitesse instantanne´e du me´nisque, e´value´e comme
(Lb i+1 − Lb i)/∆t. La discre´tisation spatiale de´coule donc de la discre´tisation temporelle.
Plus le me´nisque se de´place rapidement, plus la discre´tisation spatiale sera espace´e, et
inversement. Dans les calculs pre´sente´s dans la suite de cette section, l’indice i de´signe la
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discre´tisation temporelle, le deuxie`me indice j dans l’expression de la hauteur de liquide
h repre´sente la discre´tisation spatiale.
On se place au temps i. Les indices v signifiant des grandeurs relatives a` la phase vapeur
sont omis pour plus de clarte´, ainsi que l’indice b dans l’expression de la longueur de la
bulle. Une discre´tisation explicite pour les de´rive´es premie`res, et centre´e pour les de´rive´es
secondes, est choisie. L’expression du volume de la bulle provient de la discre´tisation de
l’e´quation (7.24) :
Vi = Vmi +
i∑
j=0
π R2 (1− hij)2 (Lj − Lj−1) (7.26)
Le terme Vmi repre´sente le volume des deux me´nisques de chaque coˆte´ de la bulle. Il a
e´te´ montre´ dans la section 4.1 que le me´nisque avant, a` l’ordre principal, occupe le volume
d’une demi-sphe`re. Le volume du me´nisque arrie`re est moindre, et fonction la vitesse. De
plus, la hauteur hij est de´finie a` partir de l’expression (7.21) :
hij =
R
Bi
(
−βb +
√
(βb + Bi δ0j)
2 − 2Bi E βa (i− j)∆t
)
(7.27)
En pratique cette dernie`re expression n’est pas adapte´e, car le parame`tre βa, en parti-
culier, est fonction de la tempe´rature de saturation associe´e a` la pression instantanne´e de
la phase vapeur dans la bulle, qui e´volue avec le temps. Si la pression de vapeur augmente
au cours du temps comme il est suppose´, la densite´ de flux de masse e´vapore´e devrait
chuter, et avec elle la vitesse de variation de la hauteur de liquide dans le film. hij ne peut
donc pas eˆtre e´value´e au temps i a` partir de l’instant ou` il a e´te´ de´pose´, mais uniquement
a` partir du temps imme´diatement pre´ce´dent, comme suit :
hij =
R
Bi
(
−βb +
√
(βb + Bi hi−1 j)
2 − 2Bi E βa∆t
)
(7.28)
Le cas particulier j = i de´signe la position ou` le film vient d’eˆtre de´pose´ a` l’instant i.
La hauteur hii est donc de´finie en utilisant la corre´lation (7.23) discre´tise´e :
hii = 1.337
(
µ (Li − Li−1)
σ∆t
)2/3
− 0.6
(
ϕin∆t
ρ hlg (Li − Li−1)
)4/3
(7.29)
Pour des raisons de simplification, deux nouveaux parame`tres, δa et δb, sont de´finis :
hii = δa (Li − Li−1)2/3 − δb (Li − Li−1)−4/3 (7.30)
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Pour passer a` la date suivante, il faut d’abord e´valuer la masse de la bulle au temps
i+ 1 graˆce a` la discre´tisation de l’e´quation (7.1) :
mi+1 −mi
∆t
=
ϕin
hlg
i∑
j=0
βa
βb + Bi hij
2π(R−Rhij)(Lj − Lj−1) (7.31)
Avant et apre`s asse`chement de la paroi, la meˆme discre´tisation spatiale est conside´re´e.
Chaque point de la paroi asse`che´e aura donc un temps d’asse`chement tdry diffe´rent de ses
voisins, et donc une tempe´rature diffe´rente. La discre´tisation de l’e´quation (7.11) donne :
Qi+1 −Qi
∆t
= 2πHv
n∑
j=1
R (Lj+1 − Lj) (Tw ij − Ti) (7.32)
La limite n repre´sente le nombre de points asse`che´s a` une date i. Ce nombre n’est
pas difficile a` de´terminer, puisque il suffit de compter les points pour lesquels hij = 0.
Le temps auquel un point de la paroi s’asse`che est note´ tj . L’expression discre`te de la
tempe´rature de la paroi est de´termine´e graˆce a` l’e´quation (7.33) :
Tw ij − Tw i−1 j
∆t
=
ϕin
ρc cp d
− Hext
ρc cp d
(Tw i−1 j − Text)− Hv
ρc cp d
(Tw i−1 j − Ti−1) (7.33)
Comme pour la hauteur de film, cette tempe´rature de paroi ne pourra eˆtre e´value´e
qu’a` partir de la valeur de la tempe´rature de vapeur au pas de temps pre´ce´dent, Ti−1.
La discre´tisation des e´quations (7.9), (7.5) et (7.7) donne :
pi = p∞ + ρL
Li−1 − 2Li + Li+1
∆t2
+
8π µL
R2
Li+1 + Li
∆t
(7.34)
(Ti+1 − Ti) = Rs Ti
cv,v
(
(mi+1 −mi)
mi
− (Vi+1 − Vi)
Vi
+
(Qi+1 −Qi)
pi Vi
)
(7.35)
(pi+1 − pi) = γs pi
(
(mi+1 −mi)
mi
− (Vi+1 − Vi)
Vi
)
+
Rs
cv,v
(Qi+1 −Qi)
Vi
(7.36)
La condition initiale portant sur la pression, p0, applique´e a` l’e´quation (7.34), permet
d’exprimer les longueurs L−1 et L1 en fonction de la longueur initiale L0, qui est un
parame`tre du proble`me a` re´soudre.
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Le volume de la bulle a` la date suivante peut quant a` lui eˆtre exprime´ en fonction de
la longueur Li+1 :
Vi+1 = Vmi+1 + π R
2 (1− δa (Li+1 − Li)2/3 + δb (Li+1 − Li)−4/3)2(Li+1 − Li)
+
i∑
j=0
π R2 (1− hi+1 j)2 (Lj − Lj−1) (7.37)
7.4.3 De´roulement du calcul
Ici est e´voque´ le calcul des diffe´rentes grandeurs constituant le mode`le de la bulle a`
chaque instant ou pas de temps. Ce calcul est de´taille´ pour les deux premiers pas de
temps, et peut s’e´tendre ensuite par re´currence a` n’importe quel temps i.
La forme de la bulle a` l’instant initial est impose´e, c’est-a`-dire que le volume V0 est
connu, et graˆce a` la relation entre L0 et L1 e´voque´e plus haut, le volume V1 est lui aussi
connu.
Si une partie de la paroi est initialement asse`che´e, sa tempe´rature doit eˆtre de´finie
comme une condition initiale. Apre`s cette initialisation, la quantite´ (Qi+1−Qi) peut eˆtre
de´termine´e en connaissant simplement la valeur de Ti et les caracte´ristiques ge´ome´triques
de la bulle a` l’instant i.
Nous connaissons donc les variations (m1 −m0), (V1 − V0) et (Q1 − Q0), ce qui nous
permet de de´terminer les variations (T1 − T0) et (p1 − p0) graˆce aux e´quations (7.35) et
(7.36), respectivement. Cette pression p1, introduite dans l’expression (7.34), permet alors
la mise a` jour de la longueur L2, et de la` les valeurs de h2j , pour toutes les abscisses ou`
un film a e´te´ de´pose´. Graˆce a` cette forme du film de liquide connue au temps i = 2, on
peut calculer m2, V2, Q2, et donc, graˆce encore a` (7.35) et (7.36), les expressions de T2 et
p2. Ainsi de suite, la relation de re´currence est donc e´tablie.
Pour finir de bien poser le proble`me, des conditions initiales consistantes doivent eˆtre
de´finies, n’ajoutant aucune difficulte´ notable a` la proce´dure de re´solution ci-dessus. Ces
conditions initiales peuvent bien suˆr eˆtre varie´es pour e´tudier diffe´rents cas de figure.
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7.5 Expansion d’une bulle
Dans cette section, la bulle de vapeur est suppose´e initialement au repos. Le re´fe´rentiel
de base (x0, r0) est place´ au centre de la bulle, et une densite´ de flux de chaleur ϕin est
impose´e au mur a` t = 0. Sous l’effet de la masse de vapeur supple´mentaire apporte´e par
l’e´vaporation du film de liquide entre la paroi solide et la bulle, celle-ci augmente alors de
volume, ce qui se traduit par le de´placement des deux me´nisques de´limitant la bulle (cf.
figure 7.1). Il est suppose´ que les deux bouchons de liquide de chaque coˆte´ de la bulle sont
soumis aux meˆme conditions, c’est-a`-dire qu’ils sont de meˆme longueur, et que la pression
p∞ a` l’extre´mite´ des bouchons de liquide est identique. Il est ainsi possible de supposer
que la bulle est syme´trique par rapport au plan x0 = 0, et que les deux me´nisques reculent
a` la meˆme vitesse en de´posant un film de liquide qui posse`de alors la meˆme e´paisseur de
chaque coˆte´.
Puisque la bulle est initialement au repos, la pression de la vapeur dans la bulle est
conside´re´e e´gale a` la pression du liquide loin de la bulle. La tempe´rature a` l’inte´rieur de
la bulle est de´finie graˆce a` la pression initiale dans la phase vapeur, qui est une donne´e
du proble`me.
p0 = p∞ et T0 = Tsat(p0) (7.38)
Cette condition impose la relation suivante, a` travers l’e´quation (7.34) :
L−1 = L0 = L1 (7.39)
Pendant le premier pas de temps, la longueur de la bulle ne varie pas, seule une masse
de vapeur (m1 − m0) est apporte´e au syste`me. La seule variation de volume est due a`
l’e´vaporation du film de´ja` pre´sent entre la vapeur et la paroi solide, qui justement engendre
l’augmentation de la masse e´voque´e.
Les autres parame`tres d’entre´e du syste`me sont la demi-longueur initiale du film de
liquide L0 (demi car la bulle est suppose´e syme´trique), la hauteur initiale de ce film,
note´e h00, qui n’aura que peu d’influence sur la dynamique de la bulle car son impact
sur la densite´ de flux de masse e´vapore´e reste faible, ainsi bien suˆr que la densite´ de flux
de chaleur apporte´e a` la paroi, ϕin. Graˆce a` ces parame`tres initiaux, il est possible de
de´terminer les grandeurs initiales, volume et masse V0 et m0, et d’amorcer la proce´dure
de re´solution pre´sente´e dans la section pre´ce´dente.
Trois fluides sont conside´re´s pour ce calcul, a` savoir l’eau, l’e´thanol et le n-pentane.
L’eau posse`de une chaleur latente de vaporisation e´leve´e, ce qui veut dire que le film de
liquide s’e´vapore relativement lentement par rapport a` d’autres fluides comme par exemple
le n-pentane dont la chaleur latente de vaporisation est pre`s de dix fois infe´rieure a` celle
de l’eau. D’autre part, le rapport des masses volumiques liquide et vapeur de l’eau est
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e´leve´, d’autant plus que la tempe´rature de re´fe´rence est faible (typiquement ρ/ρv ≈ 8.103
a` 330K), ce qui signifie que le volume de vapeur cre´e´ par l’e´vaporation d’un film d’eau est
tre`s important, et va donc ge´ne´rer une dynamique d’expansion tre`s rapide pour une bulle
d’eau.
Les deux parame`tres qui ont une influence importante sur la dynamique de la bulle et
ses variations de tempe´rature sont la pression initiale de la phase vapeur, et la densite´ de
flux de chaleur impose´e a` la paroi. L’influence de ces deux parame`tres est analyse´e dans
la suite de ce chapitre.
7.5.1 Dynamique de la bulle
Le niveau de pression dans la bulle de vapeur est lie´ a` la vitesse des me´nisques par
le bilan de quantite´ de mouvement (7.10) effectue´ sur les bouchons de liquide. La tem-
pe´rature moyenne de ce bouchon de liquide est de´finie comme la tempe´rature initiale du
syste`me.
Une pression initiale plus grande dans le syste`me implique une tempe´rature initiale
plus grande. La viscosite´ dynamique des bouchons de liquide est donc plus faible pour
des pressions initiales e´leve´es, quel que soit le fluide conside´re´. De plus, le parame`tre βa
controlant la densite´ de flux e´vapore´e est lui aussi fonction de la tempe´rature de saturation
re´gnant dans le syste`me. Une tempe´rature de saturation faible entraine un coefficient βa
plus grand (βa = 1 − Bim Tsat), et donc une densite´ de flux de masse e´vapore´e plus
importante.
A` cause de ce coefficient βa, la pression a` l’inte´rieur de la bulle augmente plus rapide-
ment pour des pressions initiales plus faibles, puisque l’e´vaporation est plus forte. C’est
ce que montre la figure 7.2a. Ceci explique que la vitesse des me´nisques augmente ini-
tialement plus rapidement pour des pressions initiales plus faibles (figure 7.2b).
Apre`s cette phase de de´marrage, la pression a` l’inte´rieur de la bulle augmente quasi-
line´airement, et l’influence de la pression initiale s’estompe. Alors, l’information im-
portante est la valeur de la viscosite´ du liquide. Pour des pressions initiales faibles, la
dynamique de la bulle s’e´tablit plus rapidement, mais la dissipation visqueuse des bou-
chons de liquide est plus forte, ce qui conduit a` plus ou moins long terme a` des vitesses
de me´nisque plus faibles (figure 7.2b).
Ainsi, il est possible de conclure que l’e´tablissement de la dynamique de la bulle en
expansion est controle´ en particulier par la densite´ de flux de masse e´vapore´e a` l’interface
de la bulle, elle-meˆme fortement lie´e au niveau de pression initiale dans la bulle. En
revanche, une fois cette dynamique e´tablie, c’est le bouchon de liquide, et en particulier
sa viscosite´, qui va controˆler les variations de vitesse du me´nisque, et donc de pression
dans la bulle.
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Figure 7.2: Influence de la pression vapeur initiale sur la dynamique de la bulle. ϕin =
2 kW.m−2. Lignes continues : Pv0 = 40 kPa, pointille´es : Pv0 = 60 kPa.
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(b) Pv0 = 60 kPa.
Figure 7.3: Variations de tempe´rature dans une bulle soumise a` une densite´ de flux de
chaleur constante. ϕin = 2 kW.m
−2. Lignes continues : Tv, pointille´es : Tsat(pv).
La chaleur latente de vaporisation du n-pentane est tre`s faible par rapport a` celle de
l’eau, donc la densite´ de flux de masse e´vapore´e, a` meˆme densite´ de flux de chaleur impose´e
a` la paroi, est plus grande pour le n-pentane. Ceci explique la mise en place rapide de
la dynamique pour ce fluide. Ensuite, puisque la viscosite´ dynamique du n-pentane est
faible, l’acce´le´ration du me´nisque de n-pentane sera aussi plus grande que pour de l’eau.
Malgre´ une chaleur latente de vaporisation plus faible que pour l’eau, les niveaux de
pression entre des bulles d’eau et d’ethanol sont tre`s similaires, ce qui peut s’expliquer
par la dissipation visqueuse importante ge´ne´re´e par un bouchon d’ethanol. Une fois la
dynamique de la bulle e´tablie, en revanche, c’est bien la bulle d’eau qui posse`de une
acce´le´ration plus forte, graˆce a` sa viscosite´ dynamique plus faible. La densite´ de flux de
masse e´vapore´e, apre`s la mise en place de la dynamique d’expansion de la bulle, n’a plus
d’influence sur la dynamique de la bulle.
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Figure 7.4: Divergence entre les variations de tempe´rature de la phase vapeur, et les
variations de tempe´rature d’e´quilibre. ϕin = 2 kW.m
−2. Lignes continues : Pv0 = 40
kPa, pointille´es : Pv0 = 60 kPa.
7.5.2 Variations de tempe´rature
Les variations de tempe´rature pre´sente´es dans la figure 7.3 montrent des diffe´rences,
plus ou moins importantes suivant les fluides, avec les variations de tempe´rature de satu-
ration du syste`me.
Rappelons ici la relation entre les variations de tempe´rature et de pression a` l’inte´rieur
de la bulle e´tablie plus toˆt dans le cadre de la de´finition du mode`le re´solu ici :
ρv cp,v dtTv = dtpv +
dtQ
Vv
(7.40)
Nous avons suppose´ que la paroi est initialement comple´tement mouille´e, et le laps de
temps sur lequel le mode`le est re´solu ne permet pas a` ce film de s’asse´cher. La contri-
bution dtQ est donc nulle ici, ce qui rame`ne le processus dans ce mode`le a` un processus
iso-entropie spe´cifique (i.e. l’entropie par unite´ de masse dans la phase vapeur est sup-
pose´e constante). Le coefficient controˆlant les variations de tempe´rature en fonction des
variations de pression dans la bulle est donc ρv cp,v. C’est la valeur de ce coefficient qui
nous informe sur la divergence plus ou moins forte entre la tempe´rature de la phase vapeur
et sa tempe´rature d’e´quilibre.
La figure 7.4 repre´sente la diffe´rence entre le coefficient 1/(ρv cp,v) et la variation de
la tempe´rature de saturation en fonction de la pression dans la phase vapeur. Si cette
diffe´rence est positive, alors la tempe´rature de la vapeur augmente plus rapidement que la
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tempe´rature d’e´quilibre, et la vapeur peut eˆtre conside´re´e comme surchauffe´e. Si elle est
ne´gative, la tempe´rature de vapeur est infe´rieure a` la tempe´rature d’e´quilibre, et la vapeur
est conside´re´e sous-refroidie. En effet, la figure 7.4 explique facilement les tendances
observe´es dans la figure 7.3. L’eau posse`de un coefficient 1/(ρv cp,v) tre`s supe´rieur a` la
variation dTsat/dpv, d’autant plus supe´rieur que la pression re´gnant initialement dans la
phase vapeur est faible. Ceci explique la divergence rapide entre Tv et Tsat(pv) observe´e
dans la figure 7.3b, et la divergence plus rapide encore dans la figure 7.3a. A l’inverse, les
figures 7.3 et 7.4 indiquent qu’une bulle de n-pentane est sous-refroidie.
Ces re´sultats soule`vent de nombreuses questions. Comment s’effectuent l’e´vaporation
d’un film de liquide dans une bulle aussi surchauffe´e que l’eau? Inversement, n’y aurait-il
pas des phe´nome`nes de recondensation dans des bulles de n-pentane sous-refroidies?
Pour re´pondre a` ces questions, il faut d’abord se souvenir que la condition aux li-
mites impose´e ici est particulie`re et diffe´rente de tous les mode`les qui ont pu eˆtre e´labore´s
pre´ce´demment. Il est impose´ dans notre mode`le une densite´ de flux de chaleur constante
a` la paroi du capillaire, quand la plupart des e´tudes the´oriques publie´es jusqu’a` pre´sent
imposaient une diffe´rence de tempe´rature constante entre la paroi solide et la tempe´rature
de saturation de la phase vapeur. De plus, dans la litte´rature, la phase vapeur est toujours
conside´re´e uniforme´ment a` l’e´quilibre, le flux d’e´vaporation e´tant duˆ a` un de´se´quilibre
localise´ a` l’interface [55, 13, 86, 88, 1, 18]. En fait, dans tous ces mode`les, la phase vapeur
est conside´re´e comme un syste`me ouvert, tre`s grand, ce qui autorise l’hypothe`se d’une
phase vapeur a` l’e´quilibre.
L’e´quation de Hertz-Knudsen mode´lisant la densite´ de flux de masse e´vapore´e et e´tablie
dans l’annexe A utilise la diffe´rence de tempe´rature entre l’interface liquide-vapeur et la
tempe´rature d’e´quilibre de la phase vapeur. Le fait d’imposer une densite´ de flux de
chaleur a` la paroi, et de de´finir comme tempe´rature de re´fe´rence du mode`le la tempe´ra-
ture ambiante a` l’exte´rieur du tube capillaire, permet d’obtenir une tempe´rature de film
de liquide toujours supe´rieure a` la tempe´rature d’e´quilibre de la phase vapeur, et donc
d’assurer l’e´vaporation du film, meˆme si la phase vapeur elle-meˆme est surchauffe´e ou
sous-refroidie. Le fait que la masse ajoute´e a` la bulle de vapeur par l’e´vaporation du
film de liquide soit a` la tempe´rature d’e´quilibre et non a` la tempe´rature de la vapeur n’a
que peu d’influence, car l’e´le´vation de tempe´rature du syste`me est principalement due a`
l’apport de masse lui-meˆme, a` travers le coefficient 1/(ρv cp,v).
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Figure 7.5: Influence de la densite´ de flux de chaleur impose´e sur la dynamique d’une
bulle d’ethanol. Lignes continues : Pv0 = 40 kPa, pointille´es : Pv0 = 60 kPa.
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Figure 7.6: Influence de la densite´ de flux de chaleur impose´e sur les variations de tem-
pe´rature dans une bulle d’ethanol. Lignes continues : Tv, pointille´es : Tsat(pv).
7.5.3 Densite´ de flux de chaleur impose´e a` la paroi
Les figures 7.5 et 7.6 repre´sentent l’influence de la densite´ de flux de chaleur impose´e
sur la dynamique de la bulle, ainsi que sur les variations de tempe´rature. Intuitivement,
un chargement thermique plus important applique´ a` la bulle entraine une dynamique
d’expansion plus rapide, puisque la masse de vapeur cre´e´e par l’e´vaporation du film de
liquide est d’autant plus importante.
Les meˆmes calculs ont e´te´ effectue´s pour de l’eau et du n-pentane, et ont montre´ des
effets identiques de la densite´ de flux de chaleur sur l’expansion de bulle de ces deux
fluides.
Une densite´ de flux de chaleur plus grande engendre aussi une surchauffe plus impor-
tante de la phase vapeur. Cependant, le fait que la vapeur ne commence a` surchauffer
149
Chapitre 7. Mode´lisation de la phase vapeur - Re´gime transitoire
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
-0.5
0.0
0.5
1.0
1.5
t HsL
1
Ρ
v
c
p,
v
-
dT
sa
t
dP
v
HK
.
kP
a-
1 L
Eau
Ethanol
n-Pentane
Figure 7.7: Divergence entre les variations de tempe´rature de la phase vapeur, et les
variations de tempe´rature d’e´quilibre. Lignes continues : ϕin = 1 kW.m
−2, pointille´es :
ϕin = 3 kW.m
−2.
que tard pour des densite´ de flux de chaleur faibles n’est pas duˆ a` un coefficient ρv cp,v qui
serait plus faible. Ce coefficient de´pend de la pression initiale dans la bulle de vapeur, et
est donc inde´pendant du chargement thermique subse´quent, comme montre´ par la figure
7.7. Cette figure montre d’ailleurs que pour des densite´s de flux de chaleur plus impor-
tantes, l’augmentation relative de la surchauffe (ou du sous-refroidissement) chute plus
rapidement qu’a` des densite´s de flux plus faibles. C’est donc bien la dynamique globale
de l’expansion qui engendre la surchauffe, plus lente a` survenir pour une faible densite´ de
flux.
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Il a e´te´ mis en place dans ce me´moire le mode`le the´orique d’une bulle seule se de´plac¸ant
a` vitesse constante dans un tube de dimension capillaire. Ce mode`le permet de prendre
en compte les transferts thermiques dans un me´nisque de´veloppe´, ainsi que dans un film
de liquide d’e´paisseur microme`trique, et les couplages dynamiques et thermiques entres
ces deux configurations.
La premie`re diffe´rence avec les travaux de´ja` publie´s, s’agissant de la mode´lisation de
la dynamique d’une bulle dans un contexte anisotherme, est la prise en compte d’une
densite´ volumique de flux de chaleur dans la paroi du capillaire. Il est donc conside´re´ une
condition mixte de Newton a` la paroi, prenant en compte les transferts thermiques avec
l’exte´rieur du tube, plutoˆt qu’une condition de Dirichlet (diffe´rence de tempe´rature avec
la tempe´rature de saturation de la phase vapeur impose´e). Le proble`me de la conduction
de cette densite´ de flux de chaleur dans le mur n’est pas inclus dans le mode`le, car il
empeˆche de conside´rer un proble`me quasi-permanent, et que son apport semble faible au
vu du de´veloppement the´orique important a` effectuer. La phase vapeur constituant la
bulle est conside´re´e a` proprie´te´s uniformes. La tempe´rature de re´fe´rence conside´re´e n’est
pas la tempe´rature de saturation de la phase vapeur, mais la tempe´rature a` l’exte´rieur du
capillaire. Cette de´finition de la tempe´rature de re´fe´rence est tre`s importante dans notre
de´marche de mode`lisation globale d’une bulle anisotherme, car elle permet la variation de
la tempe´rature de saturation de la vapeur dans le temps.
Trois mode`les particuliers ont e´te´ mis en place, de´crivant respectivement la physique
d’un me´nisque, d’un film de liquide microme´trique, et d’une zone de transition entre le
me´nisque et le film. Un de´veloppement en se´rie de Taylor, dans lequel les parame`tres de
perturbation sont le nombre capillaire (a` la puissance un tiers) et le nombre de Reynolds,
est effectue´ pour simplifier ces mode`les, et ne prendre en compte dans un premier temps
que les effets physiques pre´ponde´rants. Ces re´sultats peuvent eˆtre comple´te´s par l’ajout
des ordres supe´rieurs du de´veloppement.
Le mode`le de la phase liquide est re´solu dans un cadre permanent suivant les diffe´rents
parame`tres que sont la densite´ de flux de chaleur impose´e au mur, la vitesse de la bulle
et la tempe´rature de saturation de la phase vapeur. La densite´ de flux de masse e´vapore´e
a` l’interface liquide-vapeur entraˆıne alors une modification de la tempe´rature et de la
pression dans la bulle.
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L’e´tude du mode`le permanent mis en place, a` l’ordre principal ainsi qu’aux ordres
supe´rieurs, a permis de de´finir deux corre´lations portant sur la hauteur de film de´pose´
par le bouchon de liquide et sur la longueur d’asse`chement du film. Ces corre´lations
sont fonction du nombre capillaire et d’un nombre d’e´vaporation, lui-meˆme fonction de la
densite´ de flux impose´e a` la paroi et de la vitesse de la bulle. Il est cependant a` remarquer
que la longueur d’asse`chement calcule´e ici ne prend pas en compte la physique particulie`re
de la ligne triple.
Si une zone asse´che´e est conside´re´e a` la paroi du tube capillaire, il est suppose´ qu’un
film adsorbe´ subsiste sur la paroi asse´che´e. La pression de disjonction n’est pas prise en
compte au moment de l’asse`chement du film de liquide, ainsi que la dynamique particulie`re
de la ligne triple. L’hypothe`se, tre`s forte, que la ligne triple au moment de l’asse`chement
du film de liquide se de´place a` la meˆme vitesse que le me´nisque de´posant ce film, nous
empeˆche de mode´liser a` la fois un possible de´mouillage de la paroi (duˆ a` la formation d’un
angle de contact macroscopique fixe´ par les transferts au niveau de la ligne triple), ainsi
que la formation d’un bourrelet de liquide avant l’asse`chement. Les valeurs de longueur
d’asse`chement de´rive´es du mode`le resteront donc des estimations, jusqu’a` une possible
adaptation du mode`le, qui nous permette d’y inclure une mode´lisation plus pre´cise de
l’asse`chement du film de liquide.
Le raccordement du me´nisque arrie`re en de´placement avec un film adsorbe´ est en
revanche conside´re´ dans ce me´moire, et montre des ondulations de l’interface au niveau
de la ligne triple, dues non pas au transfert de chaleur en proche paroi, mais plutoˆt au
remouillage du film adsorbe´ par cette ligne triple.
La re´solution du mode`le associe´ a` la partie arrie`re de la bulle, quand il n’y a pas
d’asse`chement, met en e´vidence la formation d’un bourrelet de liquide entre le film de
liquide et le me´nisque arrie`re. La taille de ce bourrelet est fortement de´pendante de la
densite´ de flux de chaleur impose´e a` la paroi. Le me´nisque arrie`re posse`de quant a` lui un
rayon de courbure plus grand que celui du me´nisque avant. Pour des valeurs particulie`res
du nombre d’e´vaporation, les bourrelets de liquide pre´sentent des tailles tre`s importantes,
qui ne sont pas de l’ordre des longueurs caracte´ristiques utilise´es pour e´crire le mode`le qui
a permis de les calculer.
Le me´nisque avant reste sphe´rique a` l’ordre principal, de rayon e´gal au rayon du
capillaire, et aucune information ne peut eˆtre obtenue sur les champs de tempe´rature et
de vitesse dans le bouchon de liquide. Aux ordres supe´rieurs, la re´solution d’e´quations
harmonique (sur le champ de tempe´rature) et biharmonique (pour le champ de vitesse)
dans le bouchon de liquide doit eˆtre entreprise pour pouvoir progresser dans la re´solution
du mode`le complet. Ces re´solutions analytiques ne´cessitent des e´valuations nume´riques
d’inte´grales infinies qui n’ont pas pu eˆtre re´alise´es dans le cadre de ce me´moire, en raison
du temps de calcul ne´cessaire. Il a cependant e´te´ montre´ que la re´solution de notre mode`le,
au-dela` de ces blocages mate´riels, ne pre´sente aucune difficulte´ the´orique.
En re´sume´, le mode`le permanent de la phase liquide entourant une bulle chauffe´e nous
a permis :
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• d’obtenir une corre´lation analytique pre´cise sur la hauteur de film de´pose´ en fonction
du chargement thermique et de la vitesse du me´nisque. Une corre´lation isotherme
plus comple`te que celle de Bretherton [12] a d’ailleurs e´te´ propose´e pour permettre
une meilleure comparaison avec nos re´sultats.
• de calculer le champ de tempe´rature dans le bouchon de liquide a` l’ordre principal,
ou` seule la conduction dans le liquide est prise en compte. Ce calcul met en e´vidence
un flux d’e´vaporation important au centre de la conduite. Ce re´sultat est cependant
susceptible d’eˆtre quelque peu modifie´ par les corrections apporte´es par les ordres
supe´rieurs.
• de mettre en e´vidence une ondulation de l’interface liquide-vapeur au niveau de la
ligne triple dans le cas d’un me´nisque avanc¸ant sur un film adsorbe´. Ces ondulations
sont dues au de´placement de cette ligne triple, et non au chargement thermique
applique´ a` la paroi.
Le mode`le e´labore´ dans ces pages pre´sente un potentiel important, concernant les
informations pouvant encore en eˆtre tire´ sur le comportement de la phase liquide entourant
une bulle dans un capillaire chauffe´. Une fois ces informations comple´mentaires obtenues,
il est possible d’envisager plusieurs axes d’ame´liorations du mode`le pour le rendre plus
ge´ne´ral encore.
• Il peut eˆtre envisage´ l’obtention du champ de vitesse dans le bouchon de liquide, et
l’e´valuation de son influence sur le champ de tempe´rature et la forme de l’interface
dans cette re´gion. Pour ce faire, il faudra certainement passer par l’e´valuation des
e´quations de bilan (aussi bien dynamique que thermique) sur un domaine discret.
La solution discre`te ge´ne´re´e par cette e´valuation devra eˆtre e´value´ continument sur
l’interface liquide-vapeur.
• Une fois les corrections de la forme du me´nisque obtenues, il sera possible de rac-
corder ces informations avec les re´gions de transition et du film, pour obtenir une
e´valuation plus pre´cise encore de la hauteur de film, ainsi que la thermodynamique
de la phase liquide dans ces re´gions.
• Une sensible ame´lioration du mode`le serait de prendre en compte la dynamique
particulie`re de la ligne triple, et l’influence de l’angle de contact macroscopique
e´tudie´ par Mathieu [53] et Janecˇek [37].
• Par contre, prendre en compte le de´mouillage de la paroi du capillaire, et la formation
d’un bourrelet a` la fin du film de liquide posse`dant une vitesse propre, empe`che la
re´solution du mode`le dans un cadre permanent.
Le mode`le suscite aussi des interrogations, et certains re´sultats doivent pousser a`
trouver une meilleure repre´sentation de la physique dans certaines parties de la bulle,
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en particulier dans le cas d’un me´nisque remouillant un film microme`trique, ou` certaines
plages de parame`tres ne sont pas correctement mode´lise´es. La mode´lisation classique mise
en place ici doit eˆtre revisite´e, pour lui permettre d’obtenir des re´sultats physiquement
acceptables sur l’ensemble de la plage de fonctionnement d’un caloduc oscillant.
Tout ces re´sultats en re´gime permanent, s’ils restent partiels pour l’instant, fournissent
ne´anmoins une base suffisante permettant de mode´liser correctement l’influence de la
phase liquide sur la thermodynamique de la bulle de vapeur elle-meˆme.
Le mode`le thermodynamique transitoire d’une bulle de vapeur, mis en place dans le
dernier chapitre de ce me´moire, laisse entrevoir la possibilite´ de de´terminer quels sont les
parame`tres importants agissant sur la dynamique et les proprie´te´s thermophysiques de
la bulle. En particulier, le mode`le montre que la tempe´rature de la phase vapeur peut
s’e´carter de manie`re non ne´gligeable des conditions d’e´quilibre. Le parame`tre important
dans cette variation est le produit ρv cp,v, propre a` chaque fluide. Ces re´sultats indiquent
que le mode`le mis en place peut-eˆtre une mine d’information, a` condition d’eˆtre comple´te´
et e´tendu.
• La prise en compte de l’asse`chement du film de liquide de´pose´ par un me´nisque rec-
ulant, entrainant une e´le´vation de la tempe´rature de paroi, n’a pas e´te´ effectue´e ici.
Cependant, la section 7.2 montre que cette ame´lioration ne pose pas de proble`mes
d’imple´mentation insurmontables.
• Un aspect plus de´licat est la prise en compte de me´nisques avanc¸ant, soit sur un
film de liquide d’e´paisseur microme´trique, soit sur un film adsorbe´, et remouillant
la paroi du capillaire.
Une fois ces proble`mes d’imple´mentations re´solus, il sera possible de s’inte´resser a` la
dynamique de la bulle sur des e´chelles de temps plus longues, et de pousser plus loin
l’investigation des parame`tres importants dans le mouvement d’une bulle chauffe´e. Il
sera aussi possible de conside´rer des conditions aux limites diffe´rentes des hypothe`ses de
syme´tries faites ici, voire de traiter en paralle`le plusieurs bulles, chauffe´es ou non, se´pare´es
par des bouchons de liquide plus ou moins longs.
La mode´lisation the´orique du de´marrage et du fonctionnement d’un caloduc oscillant
pourrait en eˆtre grandement avance´e.
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Annexe A
The´orie cine´tique des gaz
A.1 Principes de base
L’e´vaporation ou la condensation d’un fluide de´rive des conditions thermodynamiques
de ce fluide a` l’interface ou` s’effectue ce transfert de masse, et en particulier de leur varia-
tion soudaine a` travers cette interface conside´re´e sans e´paisseur. La the´orie cine´tique
des gaz, expliquant les diffe´rentes proprie´te´s d’un fluide dans sa phase vapeur graˆce au
comportement cine´tique des mole´cules constituant ce gaz, permet entre autres de relier
les conditions thermodynamiques du gaz proche des limites du domaine vapeur avec le
flux d’e´vaporation a` cette limite, fournissant ainsi une condition supple´mentaire au prob-
le`me diphasique qui nous inte´resse. L’e´tude pre´sente´e dans cette annexe est issue de la
the`se fondatrice de Schrage [72], reprise et explicite´e dans l’ouvrage classique de Van P.
Carey [14].
Le concept fondamental de cette the´orie est que les vitesses des mole´cules constituant
la phase vapeur ont une re´partition statistique dans l’espace des vitesses (u,v,w). C’est-
a`-dire que, un volume unitaire de gaz e´tant constitue´ de n mole´cules, dnuvw est le nombre
de ces mole´cules comprises, au point (u, v, w) dans l’espace des vitesses, dans un cube de
dimension du dv dw, et ce nombre dnuvw est lie´ a` n par une fonction statistique appele´e
fonction de distribution, note´e f .
dnuvw
n
= f du dv dw , (A.1)
ou, sous une forme vectorielle, C e´tant le vecteur vitesse associe´ au point (u, v, w) dans
l’espace des vitesses :
dnuvw
n
= f dC (A.2)
Cette fonction de distribution est indispensable pour e´valuer les diffe´rentes proprie´te´s
du gaz, comme sa vitesse totale, son e´nergie, la pression qu’il applique sur une surface,
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etc., a` travers la simple moyenne :
Ψ =
∫
Ψ f dC (A.3)
A.1.1 Gaz uniforme
Quand le gaz est a` l’e´quilibre thermodynamique, c’est a` dire que ses proprie´te´s macro-
scopiques ne varient ni dans l’espace, ni dans le temps, la fonction de distribution peut
eˆtre de´rive´e d’une e´tude de me´canique statistique, et est connue sous le nom de fonction
de distribution de Maxwell.
f =
(
β
π1/2
)3
e−β
2(u2+v2+w2) (A.4)
La grandeur β peut eˆtre de´termine´e graˆce a` l’expression du nombre de complexions
du gaz et de la de´finition statistique de l’entropie. Elle a pour expression :
β =
√
Mg
2Rg T
(A.5)
Ce mode`le de distribution permet de de´terminer facilement les proprie´te´s thermo-
dynamiques d’un gaz a` l’e´quilibre thermodynamique. En particulier, il est possible de
calculer le flux de masse d’un gaz uniforme a` travers un plan note´ s de surface unitaire
dont la normale est la direction des vitesses u, repre´sente´e sur la figure A.1. L’indice s+
du flux de masse m˙ repre´sente les mole´cules traversant le plan s avec une vitesse positive
u > 0. Pour calculer l’expression de ce flux de masse m˙s+ , la quantite´ Ψ de l’e´quation A.3
x
y
z
m˙s+
s
Figure A.1: Flux de masse a` travers un plan
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est remplace´e par ρ u, et il ne faut inte´grer cette grandeur que sur les vitesses u positives :
m˙s+ = ρs
(
βs
π1/2
)3 ∫ ∞
−∞
∫
∞
−∞
∫
∞
0
u e−β
2
s(u2+v2+w2) du dv dw (A.6)
Ici ρ et β sont indice´s par s pour indiquer que ces grandeurs sont e´value´es sur le plan
s. Les inte´grales portant sur les vitesses transversales v et w sont des inte´grales de Gauss.
L’inte´gration suivant les vitesses normales u donne :∫
∞
0
u e−β
2
s u
2
du =
1
2β2s
(A.7)
Le flux de masse surfacique, a` travers la surface s, de mole´cules posse´dant une vitesse
positive s’e´crit alors :
m˙s+ =
ρs
2π1/2 βs
(A.8)
Bien suˆr, puisque que le gaz est uniforme, le flux de masse surfacique de mole´cules
posse´dant une vitesse ne´gative est identique :
m˙s− = − ρs
2π1/2 βs
(A.9)
A.1.2 Gaz non-uniforme
Un de´placement global et permanent du gaz ne ge´ne´rera pas de variation des proprie´te´s
macroscopiques de celui-ci dans l’espace ni dans le temps. En revanche, une composante
rotationnelle de ce champ de vitesse, un transfert de chaleur, ou une espe`ce mole´culaire
diffe´rente se de´plac¸ant diffe´remment va entrainer une non-uniformite´ du gaz. Dans ce
cas, la fonction de distribution des vitesses n’est plus de la forme propose´e par Maxwell,
mais peut eˆtre mode´lise´e par l’e´quation inte´gro-diffe´rentielle de Boltzmann de´crivant la
relaxation d’un gaz hors d’e´quilibre vers la distribution de Maxwell.
Si la fonction de distribution de Maxwell ne peut mode´liser pre´cise´ment les proprie´te´s
thermodynamiques d’un gaz non-uniforme, elle peut cependant en donner des valeurs ap-
proche´es, puisque l’analyse de l’e´quation de Boltzmann montre qu’un gaz hors d’e´quilibre
tend fortement a` revenir vers son e´tat d’e´quilibre.
Le de´se´quilibre des flux de masse a` travers une interface entre deux phases de natures
diffe´rentes, l’une d’elle e´tant un gaz, est ge´ne´ralement duˆ a` un saut de tempe´rature et
donc a` un transfert de chaleur, et va de manie`re e´vidente ge´ne´rer une non-uniformite´ du
gaz proche de l’interface en plus de ge´ne´rer un flux d’e´vaporation ou de condensation. Ce
proble`me va eˆtre contourne´ dans la suite de cette e´tude en supposant que cette zone de
non-uniformite´ du gaz ne s’e´tend que sur quelques libres parcours moyen du gaz depuis
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l’interface liquide-vapeur. Cette zone de non-uniformite´ ne sera pas conside´re´e. Au-dela` de
cette distance, le gaz sera conside´re´ uniforme, posse´dant une vitesse moyenne permanente,
diffe´rente de la vitesse de l’interface, cause´e par le flux de masse e´vapore´e ou condense´e.
Bien que tre`s grossie`re, il a e´te´ ve´rifie´ que les pre´dictions de cette approche sont
consistantes, et elle reste de loin la plus facile a` mettre en oeuvre, et elle est largement
utilise´e de nos jours.
A.2 Transfert de masse entre phase
A.2.1 Flux d’e´vaporation absolu a` l’e´quilibre
Le flux de masse a` travers une surface quelconque a de´ja` e´te´ exprime´ dans la section
pre´ce´dente. Inte´ressons-nous a` pre´sent a` une interface liquide-gaz note´e s, qui dans un
premier temps est conside´re´e a` l’e´quilibre et repre´sente´e sur la figure A.2. Il existe force´-
ment un flux note´ m˙s− arrivant du gaz sur cette interface. Depuis Hertz en 1882 et les
premiers travaux sur le flux d’e´vaporation absolu d’un gaz, il est admis qu’une interface
a` l’e´quilibre thermodynamique n’est pas absolument herme´tique au transfert de masse,
mais plutoˆt que les flux de masse e´vapore´e et condense´e se compensent exactement. Une
perturbation, comme par exemple un transfert de chaleur entrainant un saut de tempe´ra-
ture a` l’interface ge´ne´rerait donc un de´se´quilibre des flux de masse traversant l’interface,
donnant lieu a` un flux net d’e´vaporation ou de condensation.
D’apre`s Schrage [72], deux hypothe`ses en particulier sont ne´cessaires pour de´finir une
interface a` l’e´quilibre : que la position de l’interface soit exactement connue, l’incertitude
sur cette position e´tant faible devant le libre parcours moyen, et que le gaz en contact
avec cette interface soit uniforme.
Dans ces conditions, et selon l’approche de Hertz, le flux de masse m˙s− arrivant sur la
surface s va se scinder en deux, comme sche´matise´ sur la figure A.2 : une partie se con-
x
y
m˙s−
υ m˙s−
υ m˙s+
(1− υ) m˙s+
s
0
Gaz
Liquide
Figure A.2: Flux de masse a` l’interface liquide-vapeur.
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dense, l’autre rebondit sur la surface liquide a` cause de la diffe´rence importante des masses
volumiques des deux phases. La grandeur υe repre´sente la fraction du flux de masse m˙s−
qui est effectivement condense´e. Elle est appele´e indiffe´remment coefficient d’e´vaporation
ou d’accomodation. Puisque pour l’instant l’interface est suppose´e a` l’e´quilibre, le flux
d’e´vaporation absolu est donc :
υe m˙s+ = υe
ρs
2π1/2 βs
(A.10)
Cette expression du flux de masse e´vapore´e a` l’e´quilibre peut-elle eˆtre utilise´e pour
mode´liser une interface hors-e´quilibre? Schrage [72] pense que oui, en voici la justification.
A.2.2 Interface hors d’e´quilibre
Tout d’abord, le taux avec lequel les mole´cules s’arrachent a` la surface liquide pour
aller vers le gaz est a priori influence´ principalement par les conditions thermodynamiques
de l’interface, en particulier les valeurs de tempe´rature et de pression a` cette interface. Le
gaz non-uniforme se trouvant juste au-dessus de l’interface imprime a` l’interface, a` travers
les collisions de mole´cules, des forces tangentielles qui ne seront peut-eˆtre pas nulles (a`
cause de sa non-uniformite´), mais ces moments moyens n’impactent pas fondamentale-
ment le flux d’e´vaporation absolu, en particulier a` cause de la grande diffe´rence de masse
volumique entre le liquide et le gaz.
Cette diffe´rence de masse volumique permet aussi de supposer ne´gligeable l’effet de
l’e´coulement moyen du gaz ge´ne´re´ par la masse e´vapore´e sur le flux d’e´vaporation absolu.
En revanche, la vitesse de cet e´coulement moyen du gaz aura un impact non ne´gligeable
sur le flux de condensation absolu, et c’est a` travers cette diffe´rence de traitement des flux
de masse e´vapore´e et condense´e qu’il sera possible d’obtenir une expression approche´e du
flux de masse global a` travers une interface hors d’e´quilibre.
A.2.3 Flux de condensation absolu a` l’interface
Conside´rons une surface 0 tre`s proche de l’interface s cote´ vapeur, et supposons que le
gaz situe´ au dessus est a` l’e´quilibre (la zone de non-uniformite´ ge´ne´re´e par le de´se´quilibre
des transferts de masse est comprise entre les plans s et 0). Si ces transferts de masse a`
l’interface sont hors-e´quilibre, alors le gaz au-dessus de 0, s’il reste uniforme, posse´dera
malgre´ tout une vitesse globale, note´e U0, pouvant eˆtre positive (e´vaporation) ou ne´gative
(condensation). Les surfaces s et 0 sont suppose´es assez proches pour ne´gliger l’effet de
la vitesse globale du gaz entre ces surfaces.
Le flux de masse traversant 0 vers s (avec une vitesse ne´gative) s’exprime donc comme
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suit :
m˙0− = ρ0
(
β0
π1/2
)3 ∫ ∞
−∞
∫
∞
−∞
∫ 0
−∞
u e−β
2
0((u−U0)2+v2+w2) du dv dw (A.11)
C’est-a`-dire, apre`s inte´gration suivant v et w :
m˙0− =
ρ0 β0
π1/2
∫ 0
−∞
u e−β
2
0(u−U0)
2
du (A.12)
Apre´s un changement de variable de´taille´ dans Schrage [72], m˙0− peut s’e´crire de la
forme :
m˙0− = − ρ0
2π1/2 β0
[
e−β
2
0
U2
0 −π1/2 β0 U0 (1− erf(β0 U0))
]
= − ρ0
2π1/2 β0
F (A.13)
Ici la fonction erf est la fonction d’erreur de Gauss, et F repre´sente le facteur correctif
du flux de masse condense´e duˆ a` la vitesse globale de la phase gazeuse au-dessus de 0,
fonction de la grandeur β0 U0.
A.2.4 Flux de masse a` travers une interface liquide-gaz hors
e´quilibre
Tout comme le flux de masse e´vapore´e, seulement une fraction de la masse traversant 0
avec une vitesse ne´gative va effectivement se condenser, et il est ge´ne´ralement suppose´ que
cette fraction condense´e υc est identique a` la fraction e´vapore´e υe, dans le cas a` l’e´quilibre
comme hors-e´quilibre. Il est donc possible d’e´crire υe = υc = υ, et le flux de masse globale
a` l’interface liquide-gaz est simplement la somme des flux de masse la traversant :
m˙ = υ
ρs
2π1/2 βs
− υ ρ0
2π1/2 β0
F (A.14)
ou, en utilisant la loi des gaz parfaits pour e´valuer la masse volumique du gaz en fonction
des pressions et tempe´ratures locales :
m˙ = υ
√
Mg
2π Rg
(
Ps
T
1/2
s
− F P0
T
1/2
0
)
(A.15)
La fonction de correction F est repre´sente´e sur la figure A.3. Dans la limite des
petites vitesses, c’est-a`-dire pour des grandeurs β0 U0 faibles devant l’unite´, cette fonction
est correctement e´value´e par :
F = 1− β0 U0 π1/2 (A.16)
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Figure A.3: Fonction de correction F de´pendant de la vitesse globale du gaz U0 et du
parame`tre physique β0.
De plus, la vitesse globale du gaz U0 est due au de´se´quilibre du flux d’e´vaporation. Il
est donc possible d’e´crire :
U0 =
m˙
ρ0
=
Rg T0
P0Mg
m˙ (A.17)
F peut donc s’e´crire :
F = 1−
√
π Rg
2Mg
T
1/2
0
P0
(A.18)
En re´arrangeant l’e´quation A.15, l’expression du flux de masse global a` l’interface
liquide-vapeur s’e´crit :
m˙ =
2 υ
2− υ
√
Mg
2π Rg
(
Ps
T
1/2
s
− P0
T
1/2
0
)
(A.19)
Dans la plupart des e´tudes consulte´es ou` cette e´quation est utilise´e, le coefficient
d’accomodation υ est suppose´ e´gal a` 1. Cependant beaucoup de mesures expe´rimentales
des coefficients d’e´vaporation et de condensation, en particulier pour des fluides polarise´s
comme l’eau, montrent des valeurs tre`s infe´rieures a` 1. Il est de plus ge´ne´ralement admis
(cf. Van P. Carey [14], p. 119) que l’hypothe`se selon laquelle les coefficients d’e´vaporation
et de condensation sont conside´re´s e´gaux ne repre´sente correctement la re´alite´ que pour
des fluides purs.
Marek et Straub [52] en particulier ont compile´ une large varie´te´ de re´sultats expe´ri-
mentaux qui laissent a` penser que la contamination quasi ine´vitable d’un fluide dans
des conditions industrielles, ainsi que la grande varie´te´ des configurations de transfert
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de masse a` l’interface, peuvent entrainer une perte importante d’efficacite´ du trans-
fert de masse a` l’interface liquide-gaz, et donc une perte d’efficacite´ du transfert ther-
mique. Les expe´riences synthe´tise´es par Marek et Straub [52] montrent que ces coefficients
d’e´vaporation et de condensation ne sont pas force´ment e´gaux, meˆme si leurs ordres de
grandeur sont ge´ne´ralement identiques. Surtout, les re´sultats s’e´chelonnent sur une large
plage de valeurs, de 10−3 a` 1. Ces coefficients semblent diminuer avec l’augmentation des
sauts de pression et de tempe´rature.
Quel coefficient d’accomodation choisir? Il semble tre`s difficile de discriminer les
valeurs tre`s diffe´rentes fournies par la litte´rature, et les corre´lations caracte´risant la de´pen-
dance des coefficients d’accomodation avec les pression et tempe´rature de l’interface sont
rares. Il a donc e´te´ choisi dans cette e´tude de conside´rer comme valide la simplification
υe = υc = υ, et de conside´rer que toutes les mole´cules arrivant sur l’interface la traversent
et ne sont pas re´fle´chies (υ = 1).
A.3 Equation de Hertz-Knudsen
L’expression du flux de masse a` l’interface liquide-gaz donne´e par l’e´quation A.15 est
fonction de sauts de tempe´rature et de pression sur une longueur de seulement quelques
libres parcours moyens se´parant les plan s et 0, et est appele´e commune´ment e´quation de
Hertz-Knudsen. Elle peut eˆtre line´arise´e pour faire apparaitre explicitement les sauts de
tempe´rature et de pression a` l’interface.
Dans la suite de ce travail, les diffe´rentes grandeurs physiques e´value´es a` l’interface
liquide-gaz, c’est-a`-dire le plan s, seront indice´es par int. Le saut de tempe´rature de s
a` 0 sera faible malgre´ les transfert de chaleur et de masse. Il est donc possible, suivant
Wayner [86] et la plupart des travaux utilisant l’e´quation de Hertz-Knudsen (voir par
exemple [1]), de line´ariser m˙ comme suit :
m˙ =
2 υ
2− υ
√
Mg
2π Rg T
1/2
0
(Pint,v − P0) (A.20)
Ici Pint,v repre´sente la pression exerce´e sur une interface a` l’e´quilibre, a` la tempe´ra-
ture Tint. L’e´quation de Clapeyron donnant la diffe´rence entre la pression d’e´quilibre a`
l’interface Pint,v et la pression re´elle Pint, en fonction de variations de tempe´rature et de
pression faible, est enfin utilise´e (voir [55] ou [87]) :
(Pint,v − P0) = ρv hlg
T0
(Tint − T0) + Vl Pv
Rg T0
(Pint − P0) (A.21)
Vl repre´sente le volume molaire du liquide.
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La de´finition de la densite´ de flux de masse a` travers l’interface est donc la suivante :
m˙ = a(Tint(h)− Tsat)− b(Φ + σ
R
) (A.22)
La grandeur Φ repre´sente le saut de pression modifie´ a` travers l’interface liquide-vapeur
(Pv−Pliq−σ/R), de´fini au chapitre 2. Les deux re´sistances d’interface relatives aux sauts
de pression et de tempe´rature ont pour expressions :
a =
√
Mg
2π Rg T
1/2
sat
ρv hlg
Tsat
(A.23a)
b =
√
Mg
2π Rg T
1/2
sat
Vl Pv
Rg Tsat
(A.23b)
Dans le cas ou` l’e´paisseur de liquide est assez importante, il est possible de ne´gliger la
contribution du saut de pression a` l’interface, comme le font par exemple Wilson et Davis
[88] ou Burelbach et al. [13]. Une autre relation pourra donc eˆtre utilise´e pour mode´liser
le flux de masse a` l’interface liquide-vapeur :
Kdim m˙ = Tliq(h)− Tsat (A.24)
avec la re´sistance d’interface dimensionnelle (en kg.m−2.s−1. K−1) lie´e au saut de tem-
pe´rature donne´e par :
Kdim =
√
2π Rg Tsat
Mg
Tsat
ρv hlg
(A.25)
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Annexe B
Courbure locale d’une interface
Le calcul de la courbure locale de l’interface liquide-vapeur dans notre proble`me est
largement base´ sur le livre de Manfredo Do Carmo [20] traitant de ge´ometrie diffe´rentielle
des courbes et surfaces. Dans cet ouvrage, a` la suite de Gauss qui le premier a de´veloppe´
cette the´orie ge´ome´trique, l’auteur de´finit la courbure locale d’une surface comme la vari-
ation totale du vecteur normal a` la surface. Ce vecteur normal est lui meˆme de´fini comme
suit :
N =
duX ∧ dvX
| duX ∧ dvX | (B.1)
Une surface contenue dans un espace en trois dimensions peut eˆtre parame´tre´e par
deux variables inde´pendantes. Le vecteur X de´finit alors la parame´trisation de l’interface
en fonction de ces variables, note´es u et v. La normale a` une interface quelconque est
donc le produit vectoriel des variations de la parame´trisation en fonction des variables.
Puisque notre proble`me est axisyme´trique, il est adapte´ d’utiliser les coordonne´es
cylindriques (r, θ, x) pour parame´trer l’interface liquide-vapeur de notre bulle. La distance
entre l’axe du cylindre et l’interface liquide vapeur est de´finie en fonction de la position
x : r = h(x). La parame´trisation suivante est donc adopte´e :
X = (h(x) cos θ, h(x) sin θ, x) (B.2)
On peut en de´duire les vecteurs diffe´rencie´s :
dxX =
(
h
′
(x) cos(θ), h
′
(x) sin(θ), 1
)
(B.3a)
dθX = (−h(x) sin(θ), h(x) cos(θ), 0) (B.3b)
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Le produit vectoriel normalise´ de ces deux derniers vecteurs de´finit le vecteur normal
a` l’interface liquide-vapeur, quel que soit le couple de variables (θ, x) :
N =
(− cos(θ),− sin(θ), h′(x))
(1 + h′(x)2)1/2
(B.4)
Tout vecteur tangent a` l’interface est par de´finition orthogonal au vecteur normal, c’est-
a`-dire coline´aire aux deux vecteurs dxX et dθX, qui de´finissent alors les deux directions
de courbure principales. La courbure locale de l’interface est donc la somme des valeurs
propres associe´s a` la de´composition de la variation du vecteur normal suivant les deux
vecteurs dxX et dθX.
En suivant Do Carmo ([20], section 3-3), cette de´composition peut s’e´crire :
Sp = I
−1
p .IIp (B.5)
Les matrices Ip et IIp sont les premie`re et deuxie`me fondamentales associe´es a` la
parame´trisation X et posse`dent les de´finitions suivantes :
(Ip)ij = diX.djX (B.6a)
(IIp)ij = N.dijX (B.6b)
Ici di et dj de´signent les de´rive´es par rapport aux variables x ou θ suivant leur position
dans la matrice. dij repre´sente une de´rive´e double.
dxxX =
(
h
′′
(x) cos(θ), h
′′
(x) sin(θ), 0
)
(B.7a)
dθθX = (−h(x) cos(θ),−h(x) sin(θ), 0) (B.7b)
dθxX = dxθX =
(
−h′(x) sin(θ), h′(x) cos(θ), 0
)
(B.7c)
Les premie`re et deuxie`me fondamentales ont pour expressions :
Ip =
(
1 + h
′
(x)2 0
0 h(x)2
)
(B.8a)
IIp =
1
(1 + h′(x)2)1/2
( −h′′(x) 0
0 h(x)
)
(B.8b)
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La de´composition de la variation du vecteur normal sur la base (dxX, dθX) a donc
pour forme :
Sp =
 − h
′′
(x)
(1+h′ (x)2)
3/2 0
0 1
h(x)(1+h′(x)2)
1/2
 (B.9)
Les valeurs propres de cette matrice sont faciles a` trouver, la courbure locale de
l’interface liquide-vapeur dans notre mode`le peut donc s’e´crire sous la forme :
c =
1
h(x) (1 + h′(x)2)1/2
− h
′′
(x)
(1 + h′(x)2)3/2
(B.10)
Cette expression est reproduite par l’e´quation (2.14).
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Annexe C
Etude asymptotique de l’e´quation de
lubrification
Conside´rons l’e´quation suivante :
−1
3
dx
(
h3 dx3h
)
+ dxh =
A
B + C h
(C.1)
ou` A, B et C sont des constantes.
Supposons a` pre´sent que la fonction h peut s’e´crire comme la somme d’une forme
quadratique et d’un terme quelconque petit devant 1, note´ ε, et cherchons a` de´terminer
ce terme re´siduel.
h(x) = a
x2
2
+ b x+ c+ ε(x) (C.2)
Cette expression est introduite dans (C.1) :
−1
3
dx
((
a
x2
2
+ b x+ c + ε
)3
dx3ε
)
+ a x+ b+ dxε =
A
B + C
(
ax
2
2
+ b x+ c+ ε
) (C.3)
Quand x devient grand, le membre de droite devient tre`s petit, et il est possible
d’e´crire :
−1
3
(
a
x2
2
+ b x+ c+ ε
)3
dx3ε+ a
x2
2
+ b x+ ε = E1 (C.4)
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ou` E1 est une constante. En conside´rant uniquement les termes pre´ponde´rants de cette
pre´ce´dente e´quation, il ne reste a` re´soudre que l’e´quation suivante :
a
24
x6 dx3ε+ a
x2
2
= E1 (C.5)
qui admet comme solution :
ε(x) = − 2E1
5 a x3
− 2
x
+ C1 + C2 x+ C3 x
2 (C.6)
Pour que ce terme soit petit devant 1, il faut e´crire : C1 = C2 = C3 = 0. Le parame`tre
d’interface h a` l’ordre principal dans la re´gion du me´nisque peut alors s’e´crire, pour des
x grands :
h(x) = a
x2
2
+ b x+ c +O
(
1
x
)
(C.7)
Le parame`tre d’interface associe´ a` la zone de transition a` l’ordre principal peut donc
eˆtre conside´re´ comme quadratique quand x→ ±∞.
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Annexe D
Re´solution de l’e´quation de Laplace
D.1 Pre´sentation du proble`me
Dans l’optique d’obtenir le champ de tempe´rature T
[00]
1 a` l’ordre principal dans la
re´gion du me´nisque, il faut re´soudre l’e´quation de Laplace :
∆T
[00]
1 = 0 (D.1)
Cette e´quation en elle-meˆme n’est pas difficile a` re´soudre, du moins depuis les travaux
de physiciens et mathe´maticiens comme Bessel, Legendre, Gegenbauer, etc., qui ont for-
malise´ les fonctions solutions de cette e´quation dans les syste`mes de coordonne´es cylin-
drique ou sphe´rique. La difficulte´ provient ici du type de conditions aux limites qui doivent
eˆtre conside´re´es, ainsi que de la forme ge´ome´trique des frontie`res. La figure D.1 re´capitu-
lant le proble`me a` traiter pre´sente en effet une condition cylindrique applique´e a` la paroi
r
x
b
θ
ρ
−∂rT [00]1 + 1 = Bi T [00]1
∆T
[00]
1 = 0
∂rT
[00]
1 = 0
T
[00]
1 =
1
Bi
K ∂ρT
[00]
1 = T
[00]
1 − Tsat
R = 1
Figure D.1: Proble`me complet associe´ au champ de tempe´rature T
[00]
1 .
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du capillaire, ainsi qu’une condition sphe´rique a` l’interface liquide-vapeur.
Ce genre de proble`me combinant des syte`mes de coordonne´es diffe´rents n’est pas nou-
veau, en particulier en hydrodynamique. L’ouvrage classique de Happel et Brenner [34],
portant sur l’hydrodynamique des e´coulements a` faible nombre de Reynolds, traite en par-
ticulier du mouvement et des interactions de particules solides plonge´es dans un e´coule-
ment fluide.
Ces auteurs utilisent pour ce genre de proble`me une me´thode de re´solution appele´e
me´thode des re´flexions (voir par exemple [11] ou [27]). Dans cette me´thode, le champ
de tempe´rature recherche´ est e´crit comme une somme de champs particuliers. Le pre-
mier de ces champs ne satisfait que la condition cylindrique au mur. Le deuxie`me champ
satisfait uniquement une condition sphe´rique sur la paroi de la particule plonge´e dans
l’e´coulement. Cette condition sphe´rique annule la contribution du premier champ sur la
paroi de la particule solide. La somme de ces deux champs particuliers satisfait donc la
condition sphe´rique, mais pas la condition cylindrique a` cause de la contribution du deux-
ie`me champ particulier. Cette contribution est donc annule´e par un troisie`me champ parti-
culier, et la me´thode re´sout ainsi alternativement des proble`mes cylindriques et sphe´riques
s’annulant respectivement aux frontie`res du domaine de re´solution. Cette me´thode con-
verge de manie`re satisfaisante tre`s rapidement, mais sa puissance reste confine´e a` des
syste`mes relativement simples, c’est-a`-dire en fait a` des conditions hydrodynamiques de
non-pe´ne´tration et de non-glissement du fluide sur la paroi de la particule, et devient
fastidieuse et impre´cise pour la prise en compte de conditions mixtes de porosite´ comme
celles qui nous inte´ressent ici.
Dans un rapport publie´ en 1958, Haberman et Sayre [30] n’y sont pas alle´s par quatre
chemins : apre`s avoir e´crit les deux solutions cylindrique et sphe´rique d’un e´coulement
rampant, ils ont applique´ a` chacune la condition aux limites correspondante (condition a`
la paroi du cylindre pour la solution cylindrique, condition a` la paroi de la particule pour
la solution sphe´rique). Ils ont ensuite re´ussi a` relier ces deux expressions pour de´terminer
les constantes d’inte´gration restantes, ce qui n’est pas un mince affaire. Malheureusement
ces re´sultats ne sont valables que pour des rayons de particules strictement infe´rieurs
au rayon du cylindre. Pour des rapports de rayon supe´rieurs a` 0.6, les se´ries infinies
de´crivant l’e´coulement divergent. Il est donc impossible de suivre Haberman et Sayre
pour obtenir le champ de tempe´rature du bouchon de liquide a` l’avant d’une bulle de
vapeur en de´placement.
La me´thode des singularite´s suppose, comme son nom l’indique, la pre´sence d’une
singularite´ au centre de la particule sphe´rique, ge´ne´rant une perturbation de la solution
ge´ne´rale cylindrique. Cette me´thode se rapproche en partie de celle utilise´e par Haberman
et Sayre [30], a` la diffe´rence qu’au lieu de travailler avec deux solutions (cylindrique et
sphe´rique) se´pare´es, que l’on cherche a` concilier, ces deux solutions sont combine´es de`s
le de´but, et cette combinaison satisfait toutes les conditions aux limites. Cette technique
permet de s’affranchir de la restriction portant sur le rapport des rayons sphe´rique et
cylindrique. Il suffit de`s lors d’adapter la forme de la singularite´ pour obtenir la satisfaction
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b
θ
ρ
−∂rT [00]1 = Bi T [00]1
∆T
[00]
1 = 0
∂rT
[00]
1 = 0
T
[00]
1 = 0
K ∂ρT
[00]
1 = T
[00]
1 − Tsat
R = 1
Figure D.2: Proble`me complet associe´ au champ de tempe´rature T˜sat.
de la condition aux limites sphe´riques qui nous inte´resse. Cette technique a e´te´ utilise´
d’abord par Payne et Pell [64], puis par Gluckman et al. [24, 25]. Les calculs pre´sente´s dans
la section D.3 sont largement inspire´s de l’article de Leichtberg et al. [46], en adaptant la
de´marche a` notre proble`me particulier.
D.2 Valeurs propres discre`tes
La me´thode de Haberman et Sayre [30], ainsi que la me´thode des singularite´s, sup-
posent un espace continu des valeurs propres associe´es a` la solution cylindrique de l’e´quation
de Laplace, ce qui e´vite les proble`mes de convergence des solutions pour des domaines de
re´solution posse´dant une ge´ome´trie complique´e.
Cependant, le proble`me thermique a` l’ordre principal dans la re´gion du me´nisque reste
suffisament simple pour qu’une re´solution dans le repe`re cylindrique, utilisant une de´fini-
tion discre`te des valeurs propres du proble`me permette d’obtenir une solution convergente.
La premie`re e´tape du calcul est la re´e´criture du proble`me. La figure D.1 pre´sente en
effet trois conditions aux limites non homoge`nes, ce qui rend cette formulation impossible
a` re´soudre. Le changement de variable suivant est pose´ :
T
[00]
1 = T˜ +
1
Bi
(D.2)
Le proble`me devient alors celui pre´sente´ par la figure D.2, ou` seule la condition
sphe´rique a` l’interface liquide-vapeur est non homoge`ne. Cette inhomoge´ne´ite´ est de´finie
par :
T˜sat = Tsat − 1
Bi
(D.3)
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Les tildes marquant le champ de tempe´rature transforme´ sont imme´diatement laisse´s de
cote´ pour une meilleure lisibilite´. L’ope´rateur laplacien a pour expression en coordonne´es
cylindriques axisyme´triques :
∆ = ∂r2 +
1
r
∂r + ∂x2 (D.4)
Pour se´parer les variables, on pose :
T (r, x) = f(r) g(x) (D.5)
L’e´quation de Laplace peut alors eˆtre e´crite comme suit :
f ′′
f
+
1
r
f ′
f
= −g
′′
g
= −λ2 (D.6)
Cette expression ge´ne`re les deux e´quations suivantes :
f ′′ +
1
r
f ′ + λ2 f = 0 (D.7a)
g′′ − λ2 g = 0 (D.7b)
qui admettent les solutions :
f(r) = Aλ J0(λ r) +Bλ Y0(λ r) (D.8a)
g(x) = Cλ e
−λ (x+1)+Dλ e
λ (x+1) (D.8b)
ou` A, B, C, D sont des constantes d’inte´gration. J0 et Y0 sont les fonctions de Bessel
d’ordre 0 de premie`re et deuxie`me espe`ces, respectivement. Un changement de repe`re a
e´te´ effectue´ pour ramener l’origine du repe`re cylindrique de l’extre`me avant du me´nisque
au centre de la sphe`re forme´e par ce meˆme me´nisque, ce qui revient a` remplacer l’abscisse
x par une abscisse modifie´e (x+ 1).
La fonction de Bessel de deuxie`me espe`ce diverge pour un rayon nul, et ce quel que
soit son ordre, ce qui oblige, pour assurer la condition de syme´trie au centre du capillaire,
a` imposer la constante Bλ nulle quelle que soit la valeur de λ. De meˆme, pour e´viter
que la solution ne diverge quand l’abscisse x devient grande, il est ne´cessaire de fixer la
constante Dλ nulle.
La solution de l’e´quation de Laplace dans un syste`me de coordonne´es cylindriques
axisyme´triques s’annulant pour des x grands est donc :
T (r, x) =
+∞∑
i=1
Ai J0(λi r) e
λi (x+1) (D.9)
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Figure D.3: Fonction F pour la de´finition des valeurs propres satisfaisant le bilan de flux
de chaleur a` la paroi solide.
Les valeurs propres discre`tes λi sont choisies pour que cette solution satisfasse le bilan
de flux a` la paroi solide :
F (λi) = −λi J1(λi) + Bi J0(λi) = 0 (D.10)
La fonction F est repre´sente´e dans la figure D.3 pour montrer qu’elle posse`de bien une
infinite´ de racines, puisque les fonctions de Bessel de premie`re espe`ce sont oscillantes quel
que soit leur ordre.
La fonction (D.9) e´crite dans la base sphe´rique (ρ,θ), est applique´e au bilan de flux
sphe´rique a` l’interface liquide-vapeur, ce qui permet d’e´crire :
+∞∑
i=1
Ai e
−λi cos(θ) ((1 + λiK cos(θ)) J0(λi sin(θ) + λiK sin(θ) J1(λi sin(θ))) = T˜sat
(D.11)
Pour de´terminer un nombrem quelconque de coefficients Ai, il faut re´soudre le syste`me
d’e´quations constitue´ de l’e´valuation de l’e´quation (D.11) pour m valeurs diffe´rentes de
l’angle θ compris entre 0 et π/2.
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D.3 Valeurs propres continues
D.3.1 E´quation de Laplace en coordonne´es cylindriques
Pour des conditions a` l’interface liquide-vapeur plus difficiles a` prendre en compte,
il est indispensable de conside´rer une solution plus ge´ne´rale a` l’e´quation de Laplace en
coordonne´es cylindriques. Ici, toutes les valeurs de λ pourront eˆtre solution. La solution
ge´ne´rale de l’e´quation de Laplace en coordonne´e cylindrique n’est donc plus une somme
infinie sur l’ensemble des valeurs propres discre`tes solution d’une condition aux limites,
mais une inte´grale impropres sur le domaine continu des valeurs propres λ.
Pour satisfaire la condition d’annulation pour des x grands, il est cependant indispens-
able de modifier la se´paration des variables effectue´e dans la section pre´ce´dente. Nous
e´crivons donc :
f ′′
f
+
1
r
f ′
f
= −g
′′
g
= λ2 (D.12)
Les solutions radiale et axiale sont alors :
f(r) = Aλ I0(λ r) +BλK0(λ r) (D.13a)
g(x) = Cλ cos(−λ (x+ 1)) +Dλ sin(λ (x+ 1)) (D.13b)
Les fonctions I0 et K0 sont les fonctions de Bessel modifie´es d’ordre 0 de premie`re et
deuxie`me espe`ces, respectivement. La fonction K0, tout comme la fonction Y0, diverge
pour r = 0, imposant de conside´rer la constante Bλ nulle quelle que soit la valeur propre
λ. De plus, puisque nous nous inte´ressons uniquement aux abscisses x supe´rieures a` −1,
rien ne nous empe`che de supposer que le champ de tempe´rature que nous cherchons a`
calculer est syme´trique par rapport au plan x = −1, ce qui impose la constante Dλ nulle
elle aussi quel que soit λ, a` cause de l’imparite´ de la fonction sinus. Nous obtenons alors
la solution suivante a` l’e´quation de Laplace en coordonne´es cylindriques :
Tc(r, x) =
∫ +∞
0
A(λ) I0(λ r) cos (λ (x+ 1)) dλ (D.14)
Cette expression du champ de tempe´rature ve´rifie les conditions de syme´trie au centre
du tube capillaire et s’annule quand x tend vers l’infini graˆce a` la fonction oscillante
cosinus.
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D.3.2 E´quation de Laplace en coordonne´es sphe´riques
L’ope´rateur Laplacien a pour expression en coordonne´es sphe´riques axisymme´triques :
∆ = ρ2 ∂ρ2 + 2ρ ∂ρ + ∂θ2 +
1
tan θ
∂θ (D.15)
Le de´roulement du raisonnement est identique a` celui de la section pre´ce´dente. On
pose :
Ts(ρ, θ) = f(ρ) g(θ) (D.16)
Il s’ensuit le syste`me d’e´quations diffe´rentielles suivant :
ρ2
f ′′
f
+ 2ρ
f ′
f
= −g
′′
g
− 1
tan θ
g′
g
= −λ2 (D.17)
La solution de ces deux e´quations diffe´rentielles impose de de´finir un parame`tre entier :
n =
1
2
(
−1 +
√
1− 4λ2
)
(D.18)
La solution du syste`me (D.17) peut alors s’e´crire :
f(ρ) = αn ρ
−1−n + βn ρ
n (D.19a)
g(θ) = γn Pn(cos θ) + δnQn(cos θ) (D.19b)
Les parame`tres αn, βn, γn et δn sont des constantes d’inte´gration de´pendantes du
parame`tre n. Les fonctions Pn et Qn sont les polynoˆmes de Legendre de premie`re et
seconde espe`ces, respectivement. Au centre du tube capillaire, c’est-a`-dire quand l’angle
θ est nul et son cosinus est e´gal a` 1, le polynoˆme de Legendre de deuxie`me espe`ce tend vers
l’infini, ce qui impose de prendre la constante Dn nulle quel que soit l’entier n. De plus,
pour que la solution ne diverge pas en s’e´loignant du me´nisque, la constante Bn est elle
aussi prise e´gale a` ze´ro quel que soit l’entier n. La solution de l’e´quation de Laplace e´crite
en coordonne´es sphe´riques axisyme´triques s’annulant pour des rayons grands s’e´crit :
Ts(ρ, θ) =
+∞∑
n=0
αn ρ
−1−n Pn(cos θ) (D.20)
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D.3.3 Solution ge´ne´rale et condition a` la paroi
La solution suivante a` l’e´quation de Laplace est conside´re´e :
T = Tc + Ts =
∫ +∞
0
A(λ) I0(λ r) cos (λ (x+ 1)) dλ+
+∞∑
n=1
αn ρ
−1−n Pn(cos θ) (D.21)
Cette fonction, en plus de ve´rifier l’e´quation de Laplace, ve´rifie aussi la condition de
syme´trie au centre du tube capillaire, ainsi que la condition nulle loin du me´nisque. Elle
est a` pre´sent applique´e au bilan de flux a` la paroi solide du capillaire qui est rappele´ ici :
∂rT + Bi T = 0 quand r = 1 (D.22)
Cette condition peut s’e´crire comme suit :
∫ +∞
0
A(λ)F (λ) cos (λ (x+ 1)) dλ = −
+∞∑
n=0
αnGn(x) (D.23)
F (λ) = λ I1(λ) + Bi I0(λ) (D.24)
Gn(x) = Bi ρ
−1−n
1 Pn(θ1)− (1 + n) ρ−1−n1 Pn(θ1) + (1 + n)(1 + x) ρ−2−n1 Pn+1(θ1) (D.25)
avec ρ1 =
√
1 + (x+ 1)2
et θ1 =
x+1√
1+(x+1)2
 (D.26)
Il est possible de voir le terme de gauche de l’e´quation (D.23) comme la transforme´e de
Fourier dans l’espace re´el de la fonction A(λ)F (λ). En prenant la transforme´e de Fourier
inverse de cette e´quation, il est alors possible d’exprimer la fonction A(λ) en fonction des
parame`tres αn :
A(λ) = − 2
π F (λ)
+∞∑
n=0
αn
∫ +∞
−1
Gn(x) cos (λ (x+ 1)) dx (D.27)
Le champ de tempe´rature dans le bouchon de liquide devant le me´nisque est donc de
la forme :
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T =
+∞∑
n=1
αn ρ
−1−n Pn(cos θ)
− 2
π
+∞∑
n=1
αn
∫ +∞
0
I0(λ r) cos (λ (x+ 1))
F (λ)
∫ +∞
−1
Gn(x) cos (λ (x+ 1)) dx dλ (D.28)
Cette expression est alors introduite dans le bilan de flux de chaleur a` l’interface
liquide-vapeur dans le me´nisque reculant, et la meˆme proce´dure que dans la section D.2
est re´pe´te´e pour de´terminer les coefficients αn. L’interface liquide-vapeur est discre´tise´e
suivant θ pour obtenir m e´quations line´airement inde´pendantes permettant de calculer les
m premiers coefficients de la se´rie solution, qui sera donc impe´rativement tronque´e.
Pour que cette troncature ne ge´ne`re pas d’erreurs trop importantes sur le champ de
tempe´rature dans le bouchon de liquide, il est indispensable de prendre un ordre de tron-
cature m assez e´leve´. La double inte´grale infinie pre´sente dans l’expression du champ de
tempe´rature, qui se retrouve aussi dans l’expression des coefficients de la matrice permet-
tant le calcul des coefficients αn, devront elle aussi eˆtre tronque´es pour permettre leur
e´valuation nume´rique, puisqu’elles ne posse`dent pas de solution analytique e´vidente. Mal-
heureusement, de par la nature hautement oscillante des inte´grandes, la troncature de ces
inte´grales infinies devra eˆtre faite suffisamment loin, ge´ne´rant des e´valuations nume´riques
dont la dure´e devient rapidement re´dhibitoire. En effet, le calcul se´quentiel permettant
l’obtention du champ de tempe´rature T
[00]
1 , en vue de comparer les re´sultats des me´thodes
de re´solution utilisant des de´finitions discre`tes et continues de l’espace des valeurs propres,
prend plusieurs jours.
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Annexe E. Mode`les suivant l’ordre de perturbation
E.1 Re´gion 2 : Transition avant
E.1.1 Ordre principal
Equations de conservation :
∂xU
[00]
2 + ∂rV
[00]
2 = 0 (E.1a)
−∂xP [00]2 + ∂r2U [00]2 = 0 (E.1b)
−∂rP [00]2 = 0 (E.1c)
∂r2T
[00]
2 = 0 (E.1d)
Conditions au mur :
U
[00]
2 (0, x) = −1 ; V [00]2 (0, x) = 0 (E.2a)
∂rT
[00]
2 |0 +1 = Bim T [00]2 (0, x) (E.2b)
Conditions a` l’interface :
Toutes les grandeurs sont e´value´es en r = h
[00]
2
Φ
[00]
2 = dx2h
[00]
2 (E.3a)
∂rU
[00]
2 = 0 (E.3b)
−∂rT [00]2 = Γlg [00]2 (E.3c)
Bilan de masse :
Γ
[00]
2 =
∫ h[00]2
0
U
[00]
2 dr (E.4a)
−dxΓ[00]2 = Etr Γlg [00]2 (E.4b)
Loi constitutive d’e´vaporation :
K Γlg
[00]
2 = T
[00]
2 − Tsat,2 en r2 = h[00]2 (E.5)
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E.1.2 Ordre 10
Equations de conservation :
∂xU
[10]
2 + ∂rV
[10]
2 = 0 (E.6a)
−∂xP [10]2 + ∂r2U [10]2 = 0 (E.6b)
−∂rP [10]2 = 0 (E.6c)
∂r2T
[10]
2 = 0 (E.6d)
Conditions au mur :
U
[10]
2 (0, x) = 0 ; V
[10]
2 (0, x) = 0 (E.7a)
∂rT
[10]
2 |0= Bim T [10]2 (0, x) (E.7b)
Conditions a` l’interface :
Toutes les grandeurs sont e´value´es en r = h
[00]
2
Φ
[10]
2 = dx2h
[10]
2 (E.8a)
∂rU
[10]
2 + h
[10]
2 ∂r2U
[00]
2 = 0 (E.8b)
−∂rT [10]2 = Γlg [10]2 (E.8c)
Bilan de masse :
Γ
[10]
2 =
∫ h[00]2
0
U
[10]
2 dr − h[10]2 U [00]2 (h[00]2 , x) (E.9a)
−dxΓ[10]2 = Etr Γlg [10]2 (E.9b)
Loi constitutive d’e´vaporation :
K Γlg
[10]
2 = T
[10]
2 − h[10]2 ∂rT [00]2 en r2 = h[00]2 (E.10)
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E.1.3 Ordre 01
Equations de conservation :
∂xU
[01]
2 + ∂rV
[01]
2 = 0 (E.11a)
−∂xP [01]2 + ∂r2U [01]2 = 0 (E.11b)
−∂rP [01]2 = 0 (E.11c)
∂r2T
[01]
2 = 0 (E.11d)
Conditions au mur :
U
[01]
2 (0, x) = 0 ; V
[01]
2 (0, x) = 0 (E.12a)
∂rT
[01]
2 |0= Bim T [01]2 (0, x) (E.12b)
Conditions a` l’interface :
Toutes les grandeurs sont e´value´es en r = h
[00]
2
Φ
[01]
2 = dx2h
[01]
2 (E.13a)
∂rU
[01]
2 + h
[01]
2 ∂r2U
[00]
2 = 0 (E.13b)
−∂rT [01]2 = Γlg [01]2 (E.13c)
Bilan de masse :
Γ
[01]
2 =
∫ h[00]2
0
U
[01]
2 dr − h[01]2 U [00]2 (h[00]2 , x) (E.14a)
−dxΓ[01]2 = Etr Γlg [01]2 (E.14b)
Loi constitutive d’e´vaporation :
K Γlg
[01]
2 = T
[01]
2 − h[01]2 ∂rT [00]2 en r2 = h[00]2 (E.15)
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E.1.4 Ordre 11
Les simplifications dues a` la forme des fonctions aux ordres infe´rieurs sont prises en
compte. Seuls les termes non nuls sont pre´sente´s ici.
Equations de conservation :
∂xU
[11]
2 + ∂rV
[11]
2 = 0 (E.16a)
−∂xP [11]2 + ∂r2U [11]2 = 0 (E.16b)
−∂rP [11]2 = 0 (E.16c)
∂r2T
[11]
2 = 0 (E.16d)
Conditions au mur :
U
[11]
2 (0, x) = 0 ; V
[11]
2 (0, x) = 0 (E.17a)
∂rT
[11]
2 |0= Bim T [11]2 (0, x) (E.17b)
Conditions a` l’interface :
Toutes les grandeurs sont e´value´es en r = h
[00]
2
Φ
[11]
2 = dx2h
[11]
2 (E.18a)
∂rU
[11]
2 + h
[11]
2 ∂r2U
[00]
2 = 0 (E.18b)
−∂rT [11]2 = Γlg [11]2 (E.18c)
Bilan de masse :
Γ
[11]
2 =
∫ h[00]2
0
U
[11]
2 dr − h[11]2 U [00]2 (h[00]2 , x) (E.19a)
−dxΓ[11]2 = Etr Γlg [11]2 (E.19b)
Loi constitutive d’e´vaporation :
K Γlg
[11]
2 = T
[11]
2 − h[11]2 ∂rT [00]2 en r2 = h[00]2 (E.20)
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E.1.5 Ordre 20
Les simplifications dues a` la forme des fonctions aux ordres infe´rieurs sont prises en
compte. Seuls les termes non nuls sont pre´sente´s ici.
Equations de conservation :
∂xU
[20]
2 + ∂rV
[20]
2 − 2V [00]2 = 0 (E.21a)
−∂xP [20]2 + ∂r2U [20]2 + 2∂x2U [00]2 − 2∂rU [00]2 = 0 (E.21b)
−∂rP [20]2 + 2∂r2V [00]2 = 0 (E.21c)
∂r2T
[20]
2 + 2∂x2T
[00]
2 − 2∂rT [00]2 = 0 (E.21d)
Conditions au mur :
U
[20]
2 (0, x) = 0 ; V
[20]
2 (0, x) = 0 (E.22a)
∂rT
[20]
2 |0= Bim T [20]2 (0, x) (E.22b)
Conditions a` l’interface :
Toutes les grandeurs sont e´value´es en r = h
[00]
2
Φ
[20]
2 + 4dxh
[00]
2 ∂rU
[00]
2 + 4∂rV
[00]
2 =
dx2h
[20]
2 + h
[20]
2 dx3h
[00]
2 + 2h
[00]
2 + 2h
[10]
2 dx3h
[10]
2 + h
[10]
2
2
dx4h
[00]
2 − dxh[00]2
2
(
1 + 3dx2h
[00]
2
)
(E.23a)
∂rU
[20]
2 + h
[20]
2 ∂r2U
[00]
2 + 2h
[10]
2 dx2U
[10]
2 + h
[10]
2
2
dx3U
[00]
2
+ 4dxh
[00]
2
(
∂xU
[00]
2 + ∂rV
[00]
2
)
− 2∂xV [00]2 − 2dxh[00]2
2
∂rU
[00]
2 = 0 (E.23b)
2dxh
[00]
2 ∂xT
[00]
2 − ∂rT [20]2 − h[20]2 ∂r2T [00]2 = Γlg [20]2 + dxh[00]2
2
Γlg
[00]
2 (E.23c)
Bilan de masse :
Γ
[20]
2 =
∫ h[00]2
0
(
U
[20]
2 − 2rU [00]2
)
dr + h
[20]
2 U
[00]
2 |
h
[00]
2
−2h[10]2 U [10]2 − h[10]2
2
dxU
[00]
2 (E.24a)
−dxΓ[20]2 = Etr Γlg [20]2 − 2Etr h[00]2 Γlg [00]2 (E.24b)
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Loi constitutive d’e´vaporation :
K Γlg
[20]
2 = T
[20]
2 − h[20]2 ∂rT [00]2 en r2 = h[00]2 (E.25)
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E.1.6 Ordre 21
Les simplifications dues a` la forme des fonctions aux ordres infe´rieurs sont prises en
compte. Seuls les termes non nuls sont pre´sente´s ici.
Equations de conservation :
∂xU
[21]
2 + ∂rV
[21]
2 = 0 (E.26a)
−∂xP [21]2 + ∂r2U [21]2 = 0 (E.26b)
−∂rP [21]2 = 0 (E.26c)
∂r2T
[21]
2 = 0 (E.26d)
Conditions au mur :
U
[21]
2 (0, x) = 0 ; V
[21]
2 (0, x) = 0 (E.27a)
−∂rT [21]2 |0= Bim T [21]2 (0, x) (E.27b)
Conditions a` l’interface :
Toutes les grandeurs sont e´value´es en r = h
[00]
2
Φ
[21]
2 = dx2h
[21]
2 (E.28a)
∂rU
[21]
2 + h
[21]
2 ∂r2U
[00]
2 = 0 (E.28b)
−∂rT [21]2 = Γlg [21]2 (E.28c)
Bilan de masse :
Γ
[21]
2 =
∫ h[00]2
0
U
[21]
2 dr + h
[21]
2 U
[00]
2 |
h
[00]
2
(E.29a)
−dxΓ[21]2 = Etr Γlg [21]2 (E.29b)
Loi constitutive d’e´vaporation :
K Γlg
[21]
2 = T
[21]
2 − h[21]2 ∂rT [00]2 en r2 = h[00]2 (E.30)
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E.2 Re´gion 3 : Film de liquide
E.2.1 Ordre principal
Equations de conservation :
∂xU
[00]
3 + ∂rV
[00]
3 = 0 (E.31a)
∂r2U
[00]
3 = 0 (E.31b)
−∂rP [00]3 = 0 (E.31c)
∂r2T
[00]
3 = 0 (E.31d)
Conditions au mur :
U
[00]
3 (0, x) = −1 ; V [00]3 (0, x) = 0 (E.32a)
∂rT
[00]
3 |0 +1 = Bim T [00]3 (0, x) (E.32b)
Conditions a` l’interface :
Toutes les grandeurs sont e´value´es en r = h
[00]
3
Φ
[00]
3 = 0 (E.33a)
∂rU
[00]
3 = 0 (E.33b)
−∂rT [00]3 = Γlg [00]3 (E.33c)
Bilan de masse :
Γ
[00]
3 =
∫ h[00]3
0
U
[00]
3 dr (E.34a)
−dxΓ[00]3 = Etr Γlg [00]3 (E.34b)
Loi constitutive d’e´vaporation :
K Γlg
[00]
3 = T
[00]
3 − Tsat,3 en r3 = h[00]3 (E.35)
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E.2.2 Ordre 10
Equations de conservation :
∂xU
[10]
3 + ∂rV
[10]
3 = 0 (E.36a)
−∂xP [00]3 + ∂r2U [10]3 = 0 (E.36b)
−∂rP [10]3 = 0 (E.36c)
∂r2T
[10]
3 = 0 (E.36d)
Conditions au mur :
U
[10]
3 (0, x) = 0 ; V
[10]
3 (0, x) = 0 (E.37a)
∂rT
[10]
3 |0= Bim T [10]3 (0, x) (E.37b)
Conditions a` l’interface :
Toutes les grandeurs sont e´value´es en r = h
[00]
3
Φ
[10]
3 = 0 (E.38a)
∂rU
[10]
3 = 0 (E.38b)
−∂rT [10]3 = Γlg [10]3 (E.38c)
Bilan de masse :
Γ
[10]
3 =
∫ h[00]3
0
U
[10]
3 dr − h[10]3 U [00]3 (h[00]3 , x) (E.39a)
−dxΓ[10]3 = Etr Γlg [10]3 (E.39b)
Loi constitutive d’e´vaporation :
K Γlg
[10]
3 = T
[10]
3 − h[10]3 ∂rT [00]3 en r3 = h[00]3 (E.40)
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E.2.3 Ordre 01
Equations de conservation :
∂xU
[01]
3 + ∂rV
[01]
3 = 0 (E.41a)
∂r2U
[01]
3 = 0 (E.41b)
−∂rP [01]3 = 0 (E.41c)
∂r2T
[01]
3 = 0 (E.41d)
Conditions au mur :
U
[01]
3 (0, x) = 0 ; V
[01]
3 (0, x) = 0 (E.42a)
∂rT
[01]
3 |0= Bim T [01]3 (0, x) (E.42b)
Conditions a` l’interface :
Toutes les grandeurs sont e´value´es en r = h
[00]
3
Φ
[01]
3 = 0 (E.43a)
∂rU
[01]
3 = 0 (E.43b)
−∂rT [01]3 = Γlg [01]3 (E.43c)
Bilan de masse :
Γ
[01]
3 =
∫ h[00]3
0
U
[01]
3 dr − h[01]3 U [00]3 (h[00]3 , x) (E.44a)
−dxΓ[01]3 = Etr Γlg [01]3 (E.44b)
Loi constitutive d’e´vaporation :
K Γlg
[01]
3 = T
[01]
3 − h[01]3 ∂rT [00]3 en r3 = h[00]3 (E.45)
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E.2.4 Ordre 11
Les simplifications dues a` la forme des fonctions aux ordres infe´rieurs sont prises en
compte. Seuls les termes non nuls sont pre´sente´s ici.
Equations de conservation :
∂xU
[11]
3 + ∂rV
[11]
3 = 0 (E.46a)
∂r2U
[11]
3 = 0 (E.46b)
−∂rP [11]3 = 0 (E.46c)
∂r2T
[11]
3 = 0 (E.46d)
Conditions au mur :
U
[11]
3 (0, x) = 0 ; V
[11]
3 (0, x) = 0 (E.47a)
∂rT
[11]
3 |0= Bim T [11]3 (0, x) (E.47b)
Conditions a` l’interface :
Toutes les grandeurs sont e´value´es en r = h
[00]
3
Φ
[11]
3 = 0 (E.48a)
∂rU
[11]
3 = 0 (E.48b)
−∂rT [11]3 = Γlg [11]3 (E.48c)
Bilan de masse :
Γ
[11]
3 =
∫ h[00]3
0
U
[11]
3 dr − h[11]3 U [00]3 (h[00]3 , x) (E.49a)
−dxΓ[11]3 = Etr Γlg [11]3 (E.49b)
Loi constitutive d’e´vaporation :
K Γlg
[11]
3 = T
[11]
3 − h[11]3 ∂rT [00]3 en r3 = h[00]3 (E.50)
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E.2.5 Ordre 20
Les simplifications dues a` la forme des fonctions aux ordres infe´rieurs sont prises en
compte. Seuls les termes non nuls sont pre´sente´s ici.
Equations de conservation :
∂xU
[20]
3 + ∂rV
[20]
3 − 2V [20]3 = 0 (E.51a)
−2∂xP [10]2 + ∂r2U [20]3 − 2∂rU [00]3 = 0 (E.51b)
−∂rP [20]3 = 0 (E.51c)
∂r2T
[20]
3 − 2∂rT [00]3 = 0 (E.51d)
Conditions au mur :
U
[20]
3 (0, x) = 0 ; V
[20]
3 (0, x) = 0 (E.52a)
∂rT
[20]
3 |0= Bim T [20]3 (0, x) (E.52b)
Conditions a` l’interface :
Toutes les grandeurs sont e´value´es en r = h
[00]
3
Φ
[20]
3 = 2
(
dx2h
[00]
3 + h
[00]
3
)
(E.53a)
∂rU
[20]
3 = 0 (E.53b)
−∂rT [20]3 = Γlg [20]3 (E.53c)
Bilan de masse :
Γ
[20]
3 =
∫ h[00]3
0
(
U
[20]
3 − 2r U [00]3
)
dr − h[20]3 U [00]3 (h[00]3 , x) (E.54a)
−dxΓ[20]3 = Etr Γlg [20]3 − 2Etr h[00]3 Γlg [00]3 (E.54b)
Loi constitutive d’e´vaporation :
K Γlg
[20]
3 = T
[20]
3 − h[20]3 ∂rT [00]3 en r3 = h[00]3 (E.55)
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E.2.6 Ordre 21
Les simplifications dues a` la forme des fonctions aux ordres infe´rieurs sont prises en
compte. Seuls les termes non nuls sont pre´sente´s ici.
Equations de conservation :
∂xU
[21]
3 + ∂rV
[21]
3 = 0 (E.56a)
∂r2U
[21]
3 = 0 (E.56b)
−∂rP [21]3 = 0 (E.56c)
∂r2T
[21]
3 = 0 (E.56d)
Conditions au mur :
U
[21]
3 (0, x) = 0 ; V
[21]
3 (0, x) = 0 (E.57a)
∂rT
[21]
3 |0= Bim T [21]3 (0, x) (E.57b)
Conditions a` l’interface :
Toutes les grandeurs sont e´value´es en r = h
[00]
3
Φ
[21]
3 = 0 (E.58a)
∂rU
[21]
3 = 0 (E.58b)
−∂rT [21]3 = Γlg [21]3 (E.58c)
Bilan de masse :
Γ
[21]
3 =
∫ h[00]3
0
U
[21]
3 dr − h[21]3 U [00]3 (h[00]3 , x) (E.59a)
−dxΓ[21]3 = Etr Γlg [21]3 (E.59b)
Loi constitutive d’e´vaporation :
K Γlg
[21]
3 = T
[21]
3 − h[21]3 ∂rT [00]3 en r3 = h[00]3 (E.60)
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Re´sume´
Dans le cadre d’une contribution a` la mode´lisation des caloducs oscillants, le mode`le
mis en place se re´sume a` une bulle seule se de´plac¸ant dans un tube de dimension capillaire.
Une densite´ volumique de chaleur est conside´re´e dans la paroi du capillaire, et la tempe´ra-
ture de re´fe´rence conside´re´e n’est pas la tempe´rature de saturation de la phase vapeur,
mais la tempe´rature exte´rieure au tube ce qui permet la variation de la tempe´rature de
saturation dans le temps et une meilleur ade´quation du mode`le avec la re´alite´. La re´so-
lution du mode`le est effectue´e par e´tapes selon la technique de perturbation du domaine,
et les effets physiques de moindres importances peuvent eˆtre ajoute´s au proble`me sim-
plifie´, en particulier les effets inertiels. Cette re´solution a permis de de´finir une nouvelle
corre´lation portant sur la hauteur de film de´pose´ par le bouchon liquide en mouvement
en fonction du nombre capillaire et d’un nombre d’e´vaporation repre´sentant l’intensite´ du
chargement thermique. Ce mode`le permettra aussi d’e´tudier l’influence re´ciproque des
champs de vitesse et de tempe´rature sur le bouchon de liquide devant le me´nisque en
de´placement. La re´solution du proble`me associe´ a` la partie arrie`re de la bulle met en e´vi-
dence la formation d’un bourrelet de liquide entre le film de liquide de´pose´ a` la paroi et le
me´nisque arrie`re. La taille de ce bourrelet est fortement de´pendante de la densite´ de flux
de chaleur impose´e a` la paroi. Dans le cas ou` le me´nisque arrie`re remouille un film adsorbe´
laisse´ a` la paroi apre`s asse`chement du film, la ligne triple pre´sente des ondulations axiales
dues a` son de´placement, et non au chargement thermique. La densite´ de flux de masse
e´vapore´e a` l’interface liquide-vapeur entraˆıne une modification non seulement de la tem-
pe´rature de saturation, mais aussi de la masse de la bulle. Un mode`le thermodynamique
de la phase vapeur a e´te´ mis en place pour e´tudier les parame`tres importants influenc¸ant
les variations temporelles des caracte´ristiques ge´ome´triques et thermodynamiques de la
bulle.
Mots-cle´s: Bulles–Dynamique, Evaporation, Perturbation (mathe´matique), Transfert
diphasique, Caloduc oscillant, Interface gaz-liquide.
Abstract
The model of a single bubble moving in a capillary tube is written as a contribution
to the modeling of Pulsating Heat Pipes. A constant heat load is considered at the
wall, and the reference temperature of the problem is defined to be the outside medium
temperature, which is closer to reality, and thus allowing the saturation temperature of the
vapor phase to vary. Using domain perturbation techniques, a step-by-step resolution of
the model is implemented, allowing minor physical effects to be taken into consideration,
for example the inertial effect on the receding meniscus. A new correlation is proposed
on the thickness of the liquid film deposited by the receding meniscus, by means of the
capillary number and an evaporation number representing the thermal condition. The
velocity and temperature fields in the liquid plug ahead of the meniscus can also be
obtained. The resolution of the problem associated with the rear-end of the bubble,
where the rear meniscus advances on either a micrometric liquid film or an adsorbed
film left by the dry-out of the capillary wall, shows a corrugating liquid-vapor interface.
The magnitude of these corrugations is strongly dependent on the value of the heat load
applied at the wall. In the case of wall rewetting, the interface corrugations at the triple
line are due to its displacement, and not to the thermal boundary condition. Because the
evaporative mass flux through the liquid-vapor interface modifies the vapor bubble mass,
a complete transient thermodynamical model of the bubble is implemented. In this case,
the important parameters controlling the kinematics, dynamics and thermodynamics of
the bubble were identified.
Keywords: Bubbles–Dynamics, Evaporation, Perturbation (Mathematics), Two-phase
flow, Pulsating heat pipe, Gas-liquid interfaces.

